
ПРИ МЕ НЕ НИЕ РАЗ НО СТ НЫХ УРАВ НЕ НИЙ 
В МО ДЕ ЛИ РО ВА НИИ ЭКО НО МИ ЧЕ С КО ГО РОС ТА

Вве де ние

Сло во «кри зис», не со мнен но, вхо дит в де сят ку на и бо лее упо треб ля е мых эко -
но ми че с ких по ня тий. При зна вая это, од но вре мен но нель зя не от ме тить не од -
но знач но с ти и раз мы то с ти смыс лов, вкла ды ва е мых в тер мин «кри зис» раз лич -
ны ми ав то ра ми. Как из ве ст но, в сво ем ис ход ном зна че нии «кри зис» оз на ча ет
ни жнюю точ ку (точ ку ми ни му ма) не ко то ро го про цес са, по сле ко то рой про ис -
хо дит пе ре лом тен ден ции и спад сме ня ет ся на рост. В то же вре мя впол не при -
выч ным и обы ден ным ста ло упо треб ле ние тер ми на «кри зис» в ка че ст ве си но ни -
ма вы ра же ний «труд ная си ту а ция», «тя же лый мо мент», «не удов ле тво ри тель ное
по ло же ние дел». Как пра ви ло, да же со лид ные уче ные-эко но ми с ты, поль зу ю -
щи е ся ав то ри те том в про фес си о наль ном со об ще ст ве, из бе га ют точ но го очер -
чива ния вре мен ны´х гра ниц кри зи са, опе ри руя по ня ти я ми «пред кри зис ный пе -
ри од», «пост кри зис ный пе ри од», «ме ры по пре одо ле нию по след ст вий кри зи са»
(Гла зь ев, 2010; Де ля гин, 2009; 2010).

В схо жем по ло же нии на хо дит ся и по ня тие «эко но ми че с кий рост». За ча с тую
его ис поль зу ют для от ра же ния не что аб ст ракт но по зи тив но го, то го, что долж но
бы ло бы про изой ти с эко но ми кой при ре а ли за ции бла го при ят но го сце на рия и,
как пра ви ло, не про ис хо дит.

На уч ный под ход к рас кры тию со дер жа ния яв ле ний, сто я щих за тер ми на ми
«рост», «спад», «кри зис», пред по ла га ет по ст ро е ние мо де лей, от ра жа ю щих ко ли -
че ст вен ные па ра ме т ры эко но ми че с кой ди на ми ки. Это поз во ля ет кон ст ру и ро -
вать ар гу мен ти ро ван ные объ яс не ния при чин но-след ст вен ных свя зей, при во дя -
щих к по оче ред ной сме не тен ден ций в раз ви тии ма к ро си с тем.

От дель но сле ду ет под черк нуть, что про бле ма ти ка иден ти фи ка ции зон рос та,
спа да и кри зи са об ла да ет и впол не ося за е мы ми при клад ны ми ас пек та ми. Бо лее
то го, фун да мен таль ные трен ды эво лю ции со вре мен ных ма к ро эко но ми че с ких
си с тем сви де тель ст ву ют об уси ле нии этих ас пек тов.

До ста точ но на гляд ным и ве со мым ар гу мен том в поль зу дан но го те зи са яв ля -
ет ся воз ра с та ние вни ма ния, уде ля е мо го как в пуб ли ци с ти ке, так и в про фес си о -
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наль ных на уч ных ис точ ни ках про бле ме пе ре гре то с ти рос сий ско го рын ка по тре -
би тель ско го кре ди то ва ния. В ча ст но с ти, в ис сле до ва ни ях, про ве ден ных «Связ -
ной Бан ком», при во дит ся ста ти с ти ка, в со от вет ст вии с ко то рой за 2012 г. в Рос -
сии до ля за ем щи ков, име ю щих бо лее че ты рех кре ди тов, вы рос ла с 6 до 19%.
При этом сред няя ве ли чи на дол га, при хо дя ще го ся на од но го за ем щи ка, пре вы -
си ла 500 тыс. руб. (Рос си я не за кре ди то ва лись и гро зят се бе де фол та ми, 2013).
Оче вид но, что пре вы ше ние до пу с ти мо го уров ня кре ди то ва ния по тре би те лей на
те ку щем эта пе мо жет при ве с ти к край не не га тив ным по след ст ви ям в бу ду щем.
В про це ду рах ре ше ния за дач оцен ки по доб ных вза и мо свя зей осо бое ме с то за ни -
мают ре кур рент ные (раз но ст ные) мо де ли, опи сы ва ю щие ди на ми ку эко но ми че -
с ких си с тем на дис крет ной вре мен но´й сет ке.

Ис сле до ва ния тен ден ций и за ко но мер но с тей эко но ми че с ко го рос та в со вре -
мен ных ус ло ви ях, про во ди мые на уров не, адек ват ном объ ек тив ной слож но с ти
дан ной про бле ма ти ке, пред по ла га ют си с тем ное при ме не ние раз но пла но вых
кон цеп ту аль ных и ме то до ло ги че с ких под хо дов. В на сто я щей ста тье ос нов ное
вни ма ние со сре до то че но на во про сах ком плекс но го ис поль зо ва ния ап па ра та
ли ней ных раз но ст ных урав не ний и эко но ме т ри че с ких мо де лей при изу че нии
эко но ми че с ко го рос та.

Ма те ма ти че с кие мо де ли и ме то ды, рас сма т ри ва е мые в на сто я щей ста тье,
в пер вую оче редь ори ен ти ро ва ны на ре ше ние за да чи вы яв ле ния за ко но мер но с -
тей и ме ха низ мов вза и мо вли я ния про цес сов из ме не ния объ е мов кре ди то ва ния
(в пер вую оче редь, по тре би тель ско го) на раз ви тие ма к ро эко но ми че с кой си с те -
мы в це лом и эко но ми че с кий рост в ча ст но с ти. В на сто я щее вре мя, по оцен кам
Цен т ро бан ка РФ, до ля про сро чен ных по тре би тель ских кре ди тов вы рос ла на
35% по от но ше нию к на ча лу 2013 г. За ана ло гич ный пе ри од бан ки в РФ вы да ли
на 21,5% боль ше кре ди тов, чем в 2012 г. По оцен ке рек то ра Фи нан со во го уни -
вер си те та при Пра ви тель ст ве РФ М. Эс кин да ро ва, ком мер че с кие бан ки, зна чи -
тель но сни зив уро вень фи нан си ро ва ния про мы ш лен но с ти, скон цен т ри ро ва -
лись на вы да че по тре би тель ских кре ди тов («РГ»: про сро чен ные кре ди ты
граж дан РФ вы рос ли на 35%, 2013). Это да ет до пол ни тель ные ар гу мен ты в поль -
зу те зи са о вы со кой сте пе ни ак ту аль но с ти ис сле до ва ний про блем вза и мо вли я -
ния ди на ми ки сфе ры по тре би тель ско го кре ди то ва ния, фи нан со вой си с те мы
в це лом и про из вод ст вен но го сек то ра.

Крат кий об зор ис сле до ва ний по ана ло гич ной те ма ти ке

Ра зу ме ет ся, под ход, пред ла га е мый в на сто я щей ста тье, не пре тен ду ет ни на
при ори тет ность, ни, тем бо лее, на бе заль тер на тив ность. Его сле ду ет трак то вать
лишь как од но из воз мож ных средств в край не ши ро ком спе к т ре ин ст ру мен тов,
при ме ня е мых при изу че нии про блем эко но ми че с ко го рос та. Крат ко пе ре чис -
лим ра бо ты, за тра ги ва ю щие в той или иной ме ре схо жую про бле ма ти ку.

Сре ди ис сле до ва ний, вы шед ших в по след нем де ся ти ле тии про шло го ве ка,
мож но от ме тить (Berg, 1994). В дан ной ста тье рас сма т ри ва лись вза и мо за ви си -
мо с ти меж ду про цес са ми фор ми ро ва ния сбе ре же ний и за дол жен но с тей до мо хо -
зяйств в стра нах Се вер ной Ев ро пы. Ос нов ный вы вод, по лу чен ный ав то ра ми,
ка сал ся про блем, по рож ден ных ре фор ма ми 1980—1990-х гг., на прав лен ных на
де ре гу ли ро ва ние фи нан со вой сфе ры. В ча ст но с ти, от ме ча лось не га тив ное воз -
дей ст вие оши боч ных ре ше ний от но си тель но сро ков и по сле до ва тель но с ти про -
ве де ния ме ро при я тий по на ло го вым ре фор мам и от ме не ва лют но го кон тро ля,
по влек ших уве ли че ние дол го во го бре ме ни до мо хо зяйств.

В ста тье (Debelle, 2004) про ве де ны ис сле до ва ния, по свя щен ные воз дей ст вию
по ли ти ки по сни же нию про цент ных ста вок и смяг че нию ог ра ни че ний на уро -
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вень лик вид но с ти, про во ди мой в ря де стран Се вер ной Ев ро пы, на рост за дол -
жен но с ти до маш них хо зяйств. По след нее об сто я тель ст во, в свою оче редь, ве ло
к по вы ше нию их чув ст ви тель но с ти к из ме не ни ям про цент ных ста вок, до хо дов
и цен на ак ти вы.

В ра бо те (Barba, Pivetti, 2008) на при ме ре США был рас смо т ре н про цесс рос -
та за дол жен но с ти до мо хо зяйств с по зи ций его ма к ро эко но ми че с ких при чин
и по след ст вий. Вни ма ние ав то ров, в ча ст но с ти, бы ло сфо ку си ро ва но на про бле ме
про ти во ре чий, по рож да е мых дис про пор ци я ми меж ду уве ли че ни ем за дол жен -
но с ти до мо хо зяйств (по тре би те лей), от но си тель но не вы со ким уров нем за ра бот -
ной пла ты, с од ной сто ро ны, и вы со ким уров нем со во куп но го спро са, не об хо -
ди мо го для под дер жа ния рос та, с дру гой. Так же в дан ной ра бо те под ни ма ют ся
во про сы ус той чи во с ти дол го сроч но го за ме ще ния кре ди тов за ра бот ной пла той.

В ста тье (Jappelli, Pistaferri, 2010) был рас смо т рен ряд эм пи ри че с ких под хо -
дов, поз во ля ю щих ре шать за да чу оце ни ва ния чув ст ви тель но с ти ре ак ции сек то -
ра по треб ле ния на про гно зи ру е мое из ме не ние до хо дов.

Ста тья (Sufian, Habibullah, 2009) по свя ще на ис сле до ва ни ям ос нов ных де тер -
ми нант до ход но с ти ки тай ско го бан ков ско го сек то ра за пе ри од с 2000 по 2005 г.
По лу чен ные ре зуль та ты поз во ля ют прий ти к со дер жа тель ным за клю че ни ям от -
но си тель но вли я ния на рен та бель ность бан ков (как го су дар ст вен ных, так и ак -
ци о нер ных) рас хо дов, на прав лен ных на обес пе че ние их соб ст вен ной де я тель -
но с ти. Это, в ко неч ном сче те, да ет пред став ле ния о по след ст ви ях по ли ти ки,
про во ди мой фи нан со вым сек то ром, для ма к ро эко но ми че с кой си с те мы го су -
дар ст ва в це лом.

Ба зо вая ли ней но-раз но ст ная трех сек тор ная мо дель 
ма к ро эко но ми че с кой си с те мы

Пе ре чис лен ные вы ше ра бо ты, так или ина че, ори ен ти ро ва ны на ис сле до ва -
ния за ко но мер но с тей воз дей ст вия на ма к ро эко но ми че с кую ди на ми ку (рост) то -
го или ино го ин те г ри ро ван но го эко но ми че с ко го сек то ра: про из вод ст ва, по треб -
ле ния ли бо фи нан сов. В на сто я щей ста тье ав то ра ми ста вит ся за да ча по ст ро е ния
мо де ли, поз во ля ю щей опи сать ока зы ва е мое ими вли я ние как ре зуль тат ком -
плекс но го вза и мо дей ст вия. При ме нен ные ап па рат ные сред ст ва в оп ре де лен ном
смыс ле яв ля ют ся раз ви ти ем под хо дов, рас сма т ри вав ших ся в (Ко ню хов ский, 2002).

Да дим опи са ние ма те ма ти че с кой мо де ли, пред ла га е мой в ка че ст ве ба зы для
фор ма ли зо ван но го ма те ма ти че с ко го пред став ле ния про цес сов вза и мо дей ст вия
и вза и мо вли я ния гло баль ных под си с тем ма к ро эко но ми че с кой си с те мы. В даль -
ней шем из ло же нии ус ло вим ся ис поль зо вать при ме ни тель но к ней крат кое на и -
ме но ва ние — трех сек тор ная мо дель ди на ми ки ма к ро эко но ми че с кой си с те мы.

В ее рам ках про цесс функ ци о ни ро ва ния ма к ро си с те мы рас сма т ри ва ет ся на
дис крет ной вре мен но´й сет ке t ∈ 0, 1, ... Субъ ек та ми мо де ли вы сту па ют ин те г ри -
ро ван ные (гло баль ные) ма к ро эко но ми че с кие сек то ра. Им да ны ус лов ные на и -
ме но ва ния: «про из во ди тель», «по тре би тель», «фи нан со вая си с те ма». Со сто я ние
мо де ли на не ко то рый (оче ред ной) мо мент вре ме ни t оп ре де ля ет ся сле ду ю щи ми
па ра ме т ра ми:

• ct — пред ло же ние про из во ди те ля (в сто и мо ст ном вы ра же нии);
• xt — объ ем пла те же спо соб но го спро са по тре би те ля, обес пе чи ва е мо го его

соб ст вен ны ми сред ст ва ми;
• bt — ре сур сы, пре до став ля е мые по тре би те лю фи нан со вой си с те мой.
Нель зя не при знать, что спор ным ка че ст вом ис сле ду е мой да лее мо де ли яв ля -

ет ся невклю че ние в со став ее субъ ек тов го су дар ст ва, эко но ми че с кая роль ко то -
ро го в со вре мен ных ус ло ви ях не у клон но воз ра с та ет. Ра зу ме ет ся, фун да мен таль -
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ны ми при чи на ми дан но го ре ше ния в пер вую оче редь яв ля ют ся объ ек тив ные ог -
ра ни че ния на до пу с ти мый уро вень слож но с ти ма те ма ти че с ких кон ст рук ций,
ко то ры ми мы пред по ла га ем опе ри ро вать. Ины ми сло ва ми, уро вень слож но с ти
дол жен быть та ко вым, что бы у нас со хра ня лась воз мож ность по лу че ния кон ст -
рук тив ных ана ли ти че с ких ре зуль та тов. В то же вре мя оп ре де лен ным оп рав да ни -
ем для при ня тия дан ной, к со жа ле нию, су ще ст вен но обед ня ю щей ре аль ную
кар ти ну пред по сыл ки мо жет слу жить до вод об от но си тель ной пас сив но с ти го -
су дар ст вен ной по ли ти ки в от но ше нии сек то ра по тре би тель ско го кре ди то ва ния.
В ча ст но с ти, во прос о ме рах по фик си ро ва нию мак си маль но воз мож ной про -
цент ной став ки по по тре би тель ско му кре ди ту на мо мент на пи са ния дан но го
тек с та про дол жал на хо дить ся в пра ви тель ст ве на ста дии об суж де ния (ЦБ хо чет
ог ра ни чить став ки по кре ди там для граж дан, 2013; Ду ма не ста ла ог ра ни чи вать
став ки по по треб кре ди там, 2013). Од но вре мен но сле ду ет со гла сить ся и с оче -
вид ной не об хо ди мо с тью со вер шен ст во ва ния пред ла га е мой мо де ли в на прав ле -
нии от ра же ния в ней воз дей ст вий, ока зы ва е мых го су дар ст вом.

Даль ней шее раз ви тие мо де ли свя за но с вво дом в нее пред по сы лок от но си -
тель но за ко но мер но с тей ди на ми ки ря дов зна че ний. На на чаль ных эта пах ис сле-
до ва ния для от но си тель но не про дол жи тель ных вре мен ны́х от рез ков до ста точ но
при вле ка тель но вы гля дят ги по те зы о ди на ми ке соб ст вен но го спро са по тре би те -
ля и пред ло же ния про из во ди те ля с по сто ян ны ми тем па ми рос та α и γ:

xt = α · xt–1; (1)

ct = γ · ct–1; (2)

Важ ным кон ст рук тив ным до сто ин ст вом со от но ше ний (1) и (2) яв ля ет ся от -
но си тель ная про сто та про це дур оце ни ва ния зна че ний па ра ме т ров α и γ, ос но -
ван ных на при ме не нии про стей ших ав то ре г рес си он ных мо де лей. В то же вре мя
их оче вид но сла бым ме с том яв ля ет ся со мни тель ность до пу ще ния о по сто ян ст -
ве зна че ний α и γ. Оно ог ра ни чи ва ет при ме ни мость мо дель ных пред став ле ний
ди на ми ки спро са и пред ло же ния (1) и (2) до воль но не про дол жи тель ны ми пе ри о -
да ми вре ме ни, по ис те че нии ко то рых не об хо ди мо кор рек ти ро вать оцен ки α и γ.

Од ной из на и бо лее же ст ких и спор ных пред по сы лок трех сек тор ной мо де ли
яв ля ет ся ис клю че ние из рас смо т ре ния не по сред ст вен ных вза и мо свя зей меж ду
про из во ди те лем и фи нан со вой си с те мой. Это, не со мнен но, ве дет к се рь ез ным
ис ка же ни ям ре аль ной ма к ро эко но ми че с кой кар ти ны, од на ко од но вре мен но
поз во ля ет бо лее на гляд но и про зрач но пред ста вить по след ст вия вза и мо от но ше -
ний меж ду фи нан со вой си с те мой и сек то ром по треб ле ния.

Вза и мо от но ше ния меж ду по тре би те лем и фи нан со вой си с те мой до пу с ка ют
воз мож ность за им ст во ва ния до пол ни тель ных средств, уве ли чи ва ю щих пла те -
же спо соб ный спрос на ве ли чи ну bt. Бу дем по ла гать, что ес ли в (t – 1)-м пе ри о -
де фи нан со вый сек тор пре до ста вил по тре би те лю за ем ные фи нан со вые ре сур сы
в объ е ме bt–1, то они долж ны быть воз вра ще ны в t-м пе ри о де в объ е ме δ · bt–1,
где δ > 1.

От но си тель но фи нан со вой си с те мы так же вве дем до пу ще ние, что сум ма
средств, ко то рую она мо жет пре до ста вить по тре би те лю, оп ре де ля ет ся до хо дом,
по лу чен ным в пред ше ст ву ю щем пе ри о де (δ · bt–1), за вы че том средств, за тра чи -
ва е мых на соб ст вен ное функ ци о ни ро ва ние

bt = δ · bt–1 – β(t), (3)

где функ ция β(t) оп ре де лят по ли ти ку фи нан со вой си с те мы по рас хо до ва нию
средств на обес пе че ние соб ст вен ной де я тель но с ти. Под черк нем, что в кон тек с -
те трех сек тор ной мо де ли ве ли чи ны β(t) пред став ля ют не про сто опе ра ци он ные
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из держ ки фи нан со во-бан ков ских ин сти ту тов. Они оли це тво ря ют все за тра ты
эко но ми че с кой си с те мы, ко то рые не об хо ди мы для обес пе че ния де я тель но с ти
фи нан со во го сек то ра.

Прин ци пи аль ная схе ма вза и мо дей ст вия сек то ров мо де ли пред став ле на на
рис. 1. Объ е ди ня ю щий блок «Эко но ми ка»1 в дан ной схе ме от ра жа ет не ко то рую
ус лов ную ин те г ри ру ю щую хо зяй ст вен ную сре ду.

С уче том вве ден ных обо зна че ний и сде лан ных пред по сы лок мы мо жем
сфор му ли ро вать ус ло вие ба лан са спро са и пред ло же ния для трех сек тор ной мо -
де ли в t-м пе ри о де

ct = xt + bt – δ · bt–1, (4)

от ку да с уче том со от но ше ния (2) по лу ча ем

xt + bt – δ · bt–1 = ct = γ · ct–1 = γ · (xt–1 + bt–1 – δ · bt–2) (5)

или

xt – β(t) = γ · (xt–1 – β(t – 1)). (6)

Из (6) не по сред ст вен но по лу ча ет ся пред став ле ние ди на ми ки до хо дов по тре -
би те ля в фор ме не од но род но го ли ней но го раз но ст но го урав не ния 1-го по ряд ка

xt – γ · xt–1 = β(t) – γ · β(t – 1). (7)

Как не слож но за ме тить, пра вая часть урав не ния (7) в рам ках пред ла га е мой
мо де ли оп ре де ля ет ся по ли ти кой вну т рен них из дер жек фи нан со вой си с те мы
β(t) и тем пом рос та объ е ма пред ло же ния про из во ди те ля γ, т. е. свой ст ва ми обоб-
щен ной эко но ми че с кой сре ды. Дан ное вы ра же ние, по су ще ст ву, игра ет роль
уп рав ля ю щей функ ции в ли ней но-раз но ст ной мо де ли ди на ми ки. Со от вет ст вен -
но адек ват ность (ли бо не адек ват ность) вы бо ра кон крет ной функ ци о наль ной
за ви си мо с ти, сто я щей в пра вой ча с ти, пре до пре де ля ет ус пех (ли бо не уда чу)
после ду ю ще го прак ти че с ко го ис поль зо ва ния пред ла га е мой ма те ма ти че с кой
мо де ли.

Ре ше ние раз но ст но го урав не ния (7) оп ре де ля ет по сле до ва тель ность зна че -
ний объ е мов соб ст вен но го пла те же спо соб но го спро са по тре би те ля {x*

t}t = 0, 1, ...,
обес пе чи ва ю щую вы пол не ние ба лан со во го ус ло вия (4) для t = 0, 1, ...

Та ким об ра зом, мы при хо дим к од ной из фун да мен таль ных про блем, ко то -
рые мо гут быть сфор му ли ро ва ны в рам ках трех сек тор ной мо де ли ди на ми ки ма -
к ро эко но ми че с кой си с те мы, а имен но к про бле ме ис сле до ва ния со гла со ван но с ти

П. В. Ко ню хов ский, А. С. Ма ло ва8
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1 Впол не воз мож но, что в дан ном кон тек с те с рав ным ос но ва ни ем так же мо гут быть при ме не -

ны тер ми ны «хо зяй ст вен ная си с те ма» или «про из вод ст вен ная сфе ра».

Рис. 1. Прин ци пи аль ная схе ма трех сек тор ной мо де ли 
ди на ми ки ма к ро эко но ми че с кой си с те мы



фак ти че с кой ди на ми ки зна че ний соб ст вен но го пла те же спо соб но го спро са по тре -
би те ля {xt}t = 0, 1, ... и зна че ний {x*

t}t = 0, 1, ..., при ко то рых до сти га ет ся ба ланс спро са
и пред ло же ния в смыс ле ус ло вий (4).

Од ним из на и бо лее тон ких во про сов, воз ни ка ю щих в про цес се по ст ро е ния
и ис сле до ва ния мо де лей ма к ро эко но ми че с ко го рос та, яв ля ет ся соб ст вен но оп -
ре де ле ние по ня тия рос та. Оче вид но, что раз лич ные ма к ро по ка за те ли, во об ще
го во ря, мо гут иметь раз но на прав лен ную ди на ми ку — од ни рас ти, дру гие сни -
жать ся, что, в свою оче редь, при во дит к не од но знач но с ти и не бес спор но с ти вы -
во дов о рос те ли бо об его от сут ст вии.

Трех сек тор ная мо дель (при ус ло вии при ем ле мо с ти ее пред по сы лок) пред ла -
га ет один из воз мож ных под хо дов к раз ре ше нию дан ной про бле мы. В ее рам ках
под рос том мож но по ни мать та кую по зи тив ную ди на ми ку по ка за те лей со сто я -
ния по тре би те ля, про из во ди те ля и фи нан со вой си с те мы, при ко то рой вы пол ня -
ет ся ба лан со вое со от но ше ние (4).

Рас смо т рим бо лее по дроб но за да чу по ис ка ре ше ния раз но ст но го урав не ния
(7), что, в свою оче редь, пред по ла га ет кон кре ти за цию ви да функ ци о наль ной за -
ви си мо с ти β(t). При ни мая во вни ма ние ис ход ные ка че ст вен ные тре бо ва ния,
ко то рым в со от вет ст вии с вкла ды ва е мым в нее эко но ми че с ким со дер жа ни ем
долж на удов ле тво рять функ ция β(t), оп ре де ля ю щая по ли ти ку фи нан со вой си с -
те мы по уп рав ле нию объ е ма ми средств, за тра чи ва е мых на ее функ ци о ни ро ва -
ние (вну т рен ние по треб но с ти), ес те ст вен ны ми кан ди да та ми на ее кон кре ти за -
цию пред став ля ют ся сле ду ю щие функ ци о наль ные за ви си мо с ти:

1. β(t) = β0 — по сто ян ный уро вень из дер жек.

2. β(t) = β0 · (2 – e–λt), λ > 0 — экс по нен ци аль ное асимп то ти че с кое при бли же -
ние к уров ню на сы ще ния 2β0.

3. β(t) = λ · t + β0 — ли ней но-про пор ци о наль ное воз ра с та ние из дер жек фи -
нан со вой си с те мы во вре ме ни.

4. β(t) = β0 + λ · t κ — сте пен ной рост из дер жек во вре ме ни (κ ∈ ]0, 1[), λ — не -
ко то рый ко эф фи ци ент, за ви ся щий от ис поль зу е мых еди ниц из ме ре ния.

Гра фи ки, от ра жа ю щие прин ци пи аль ные свой ст ва пе ре чис лен ных функ ци о -
наль ных за ви си мо с тей, при ве де ны на рис. 2.

Для ре ше ния ли ней но го раз но ст но го урав не ния (7) мо жет быть при ме не на
про це ду ра, ос но ван ная на ап па ра те z-пре об ра зо ва ния (пре об ра зо ва ния Ло ра -
на), для раз лич ных клас сов функ ций ϕ(t), см., на при мер, (Деч, 1971; Лек са чен -
ко, 2003; Пин ни, 1961; Ро ман ко, 2006; Стар ков, 2000; Ша бат, 1969). В це лях бо -
лее на гляд но го пред став ле ния по сле ду ю щих вы кла док пре об ра зу ем ре ша е мое
урав не ние, осу ще ст вив сдвиг на один пе ри од впе ред:

xt+1 – γ · xt = ϕ(t), (8)

При ме не ние раз но ст ных урав не ний в мо де ли ро ва нии эко но ми че с ко го рос та 9
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где

ϕ(t) = β(t + 1) – γ · β(t). (9)
Нач нем с на и бо лее про сто го (и на и ме нее ре а ли с тич но го) слу чая, оли це тво -

ря е мо го клас сом (1), — си ту а ции, при ко то рой из держ ки (вну т рен нее по треб ле -
ние) фи нан со вой си с те мы пред по ла га ют ся не из мен ны ми. В этом слу чае пра вая
часть функ ция ϕ(t), на хо дя ща я ся в пра вой ча с ти урав не ния (8), при ни ма ет вид

ϕ(t) = β(t + 1) – γ · β(t) = β0 – γ · β0 = a0 = const.

Та ким об ра зом, функ ция ϕ(t) от но сит ся к то му же клас су, что и ис ход ная уп -
рав ля ю щая функ ция фи нан со вой си с те мы β(t). Как не слож но за ме тить, дан ным
свой ст вом об ла да ют и ос таль ные клас сы функ ци о наль ных за ви си мо с тей, пред -
ла га е мых на ми для мо де ли ро ва ния β(t).

По ла гая xt � X(z), для ле вой ча с ти урав не ния по лу ча ем об раз

xt+1 – γ · xt z · X(z) – z · x0 – γ · X(z), (10)

а для пра вой ча с ти

a0 a0 · . (11)

Тог да для z-об ра зов ис ход но го урав не ния по лу ча ем ра вен ст во

X(z) · (z – γ) = a0 · + x0 · z (12)

или

= a0 · + x0 · (13)

При ни мая во вни ма ние, что дроб но-ра ци о наль ные функ ции, сто я щие в пра -
вой ча с ти (13), мож но пред ста вить как

= · + · (14)

Под став ляя (14) в (13), по лу ча ем

X(z) = a0 · · – · + x0 · . (15)

При ме нив к (15) об рат ное z-пре об ра зо ва ние и при ни мая во вни ма ние, что

γ t ,   ,

по лу ча ем ре ше ние урав не ния (8)

xt = a0 · · γ t – + x0 · γ t (16)

или

xt = + x0 · γ t – . (17)

Дей ст вуя по ана ло гии, мы мо жем най ти ре ше ние урав не ния (8) в пред по ло -
же нии, что вну т рен ние из держ ки фи нан со вой си с те мы опи сы ва ют ся экс по нен -
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ци аль но-асимп то ти че с кой за ви си мо с тью, при бли жа ю щей ся к не ко то ро му уров-
ню на сы ще ния. В этом слу чае ϕ(t) при ни ма ет вид

ϕ(t) = β(t + 1) – γ · β(t) = β0 · (2 – e–λ(t – 1)) – γ · β0 · (2 – e–λ(t – 1)) =

= β0 · (γ – e–λ) · e–λt + 2 · β0 · (1 – γ), (18)

т. е. в ко неч ном сче те сво дит ся к функ ци о наль ной за ви си мо с ти ви да

ϕ(t) = a1 · θt + a0, (19)

где

a1 = β0 · (γ – e–λ);   a0 = 2 · β0 · (1 – γ);   θ = e–λ. (20)

По ла гая xt � X(z), для ле вой ча с ти урав не ния (8) по лу ча ем об раз

xt+1 – γ · xt z · X(z) – z · x0 – γ · X(z), (21)

а для пра вой ча с ти

a1 · θt + a0 a1 · + a0 · . (22)

C уче том раз ло же ния

= · + · 

по лу ча ем

X(z) = a1 · · – · +

+ a0 · · – · + x0 · . (23)

При ме нив к (23) об рат ное z-пре об ра зо ва ние и при ни мая во вни ма ние, что

γ t ,   θt ,   ,

по лу ча ем ре ше ние урав не ния (8) для ϕ(t), за да ва е мой как (19),

xt = a1 · · γ t – · δt + a0 · · γ t – · δt + x0 · γ t (24)

или

xt = · [γ t – θt] + + x0 · γ t – . (25)

При со по с тав ле нии ре ше ний (17) и (25) мы до ста точ но лег ко вы яв ля ем то
вли я ние, ко то рое вно сит ги по те за об экс по нен ци аль но-асимп то ти че с кой фор -
ме вну т рен них из дер жек фи нан со вой си с те мы (по срав не нию с си ту а ци ей их
по сто ян ст ва). А имен но, оно опи сы ва ет ся сла га е мым

· [γ t – θt].

Те перь пе рей дем к слу чаю ли ней но-про пор ци о наль но го воз ра с та ния из дер -
жек фи нан со вой си с те мы во вре ме ни. В этом слу чае ϕ(t) при ни ма ет вид
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ϕ(t) = β(t + 1) – γ · β(t) = λ · (t + 1) + β0 – γ · (λ · t + β0) =

= λ · (1 – γ) · t + λ + β0 · (1 – γ), (26)

т. е. сво дит ся к ви ду ли ней ной за ви си мо с ти от па ра ме т ра t

ϕ(t) = a1 · t + a0, (27)

где

a1 = λ · (1 – γ); a0 = λ + β0 · (1 – γ). (28)

По ла гая xt � X(z), для ле вой ча с ти урав не ния (8) по лу ча ем об раз

xt+1 – γ · xt z · X(z) – z · x0 – γ · X(z), (29)

а для пра вой ча с ти

a1 · t + a0 a1 · + a0 · . (30)

C уче том раз ло же ния

= · – · + · (31)

по лу ча ем

X(z) = a1 · – · – · + · +

+ a0 · · – · + x0 · . (32)

При ме нив к (32) об рат ное z-пре об ра зо ва ние и при ни мая во вни ма ние, что

t , (33)

по лу ча ем ре ше ние урав не ния (8) для ϕ(t), за да ва е мой ли ней ной за ви си мо с тью

xt = – · t + + + x0 · γ t – – . (34)

На ос но ве срав не ния ре ше ний (34) и (25) мо жет быть по ст ро е на ко ли че ст -
вен ная оцен ка по след ст вий ли ней но-про пор ци о наль но го воз ра с та ния из дер -
жек фи нан со вой си с те мы (по срав не нию с си ту а ци ей по сто ян ных из дер жек):

· (γ t – 1) – · t.

Для слу чая, ког да из держ ки фи нан со вой си с те мы опи сы ва ют ся сте пен ной
функ ци о наль ной за ви си мо с тью

β(t) = β0 + λ · t κ,

а функ ция ϕ(t), со от вет ст вен но, име ет вид

ϕ(t) = λ · ((t + 1)κ – t κ), (35)
ана ли ти че с ко го ре ше ния раз но ст но го урав не ния (8) не су ще ст ву ет. По это му
при вы бо ре дан но го клас са функ ци о наль ной за ви си мо с ти мы вы нуж де ны бу дем
ог ра ни чить ся толь ко ме то да ми чис лен но го мо де ли ро ва ния по ве де ния ря да xt.
Впро чем, с точ ки зре ния по сле ду ю щих прак ти че с ких при ло же ний трех сек тор -
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ной мо де ли дан ное ог ра ни че ние не яв ля ет ся кри тич ным. В за ви си мо с ти от глу -
би ны вре мен но́го го ри зон та, на ко то ром осу ще ств ля ет ся мо де ли ро ва ние ис сле -
ду е мой ма к ро си с те мы, мы мо жем функ цию (35) ап прок си ми ро вать ра нее рас -
смо т рен ны ми функ ци о наль ны ми за ви си мо с тя ми: кон стан той, по ка за тель ной
ли бо ли ней но-про пор ци о наль ной.

Прак ти че с кое при ме не ние

Важ ней шее на прав ле ние прак ти че с ко го ис поль зо ва ния трех сек тор ной мо де -
ли ди на ми ки ма к ро эко но ми че с кой си с те мы, как уже го во ри лось ра нее, свя за но
со срав ни тель ным ана ли зом те о ре ти че с ких тра ек то рий, за да ва е мых ре ше ни я ми
(17), (25) и (34) и обес пе чи ва ю щих вы пол не ние ус ло вия ба лан са спро са и пред -
ло же ния (4), с од ной сто ро ны, и фак ти че с кой ди на ми ки зна че ний соб ст вен ного
пла те же спо соб но го спро са, предъ яв ля е мо го сек то ром по треб ле ния, с дру гой.

За ме тим, что тер мин «фак ти че с кая ди на ми ка» в дан ном кон тек с те яв ля ет ся
до ста точ но ус лов ным. Это, в пер вую оче редь, оп ре де ля ет ся не воз мож но с тью
од но знач но го со по с тав ле ния зна че ний xt с ка ки ми-ли бо ре аль но су ще ст ву ю щи -
ми по ка за те ля ми си с те мы на ци о наль ных сче тов. Речь мо жет ид ти ис клю чи тель -
но о не ко то рых оце ноч ных ве ли чи нах. В ча ст но с ти, эти оцен ки мо гут быть за -
да ны в фор ме ря да, опи сы ва е мо го со от но ше ни ем (1), при кон крет ном α. При
этом еди ни цы из ме ре ния ра ци о наль но вы би рать та ким об ра зом, что бы x0 = 1.

В ка че ст ве ус лов но го ори ен ти ра при оп ре де ле нии зна че ния α мо жет быть ис -
поль зо ван темп рос та де неж ных до хо дов на се ле ния. Под черк нем, с боль шим
чис лом ого во рок и по пра вок. Преж де все го свя зан ных с тем, что под xt по ни ма -
ют ся имен но те сред ст ва на се ле ния, ко то рые идут имен но на по треб ле ние, а не,
до пу с тим, на воз врат ра нее взя тых кре ди тов.

За да чи иден ти фи ка ции зна че ния па ра ме т ра γ, а так же ви да функ ци о наль ных
за ви си мо с тей β(t) и их па ра ме т ров пред став ля ют не мень шую слож ность. По
всей ви ди мо с ти, не су ще ст ву ет бес спор ных или, по край ней ме ре, при ори тет -
ных ре цеп тов их ре ше ния. В ча ст но с ти, впол не ра зум ны ми пред став ля ют ся
про це ду ры, ос но ван ные на ис поль зо ва нии мно го ва ри ант ных экс перт ных оце -
нок па ра ме т ров, с вы во да ми, фор му ли ру е мы ми в фор ма те «при зна че нии па ра -
ме т ров в ука зан ном ди а па зо не мы бу дем иметь сле ду ю щую сба лан си ро ван ную
тра ек то рию рос та соб ст вен но го по тре би тель ско го спро са и уг ро зу дис ба лан са
в t-м пе ри о де».

Про ил лю с т ри ру ем эту идею с по мо щью сле ду ю ще го при ме ра, в рам ках ко то -
ро го рас сма т ри ва ет ся ди на ми ка ус лов ной ма к ро эко но ми че с кой си с те мы для
24 пе ри о дов (t = 0, ..., 24). На при мер, речь мо жет ид ти о еже квар таль ных дан -
ных, на блю да е мых в те че ние ше с ти лет.

Таблица со дер жит па ра ме т ры, за да ю щие функ ции из дер жек фи нан со вой си -
с те мы β(t). Гра фи ки дан ных функ ций пред став ле ны на рис. 3. Как не слож но за -
ме тить, в со от вет ст вии с оп ре де лен ны ми па ра ме т ра ми на чаль ный уро вень из -
дер жек ра вен 0,05 (5% от на чаль ной ве ли чи ны соб ст вен но го пла те же спо соб но го
спро са по тре би те ля x0 = 1). Пре дель ное зна че ние ус та нов ле но рав ным 0,1. Та -
ким об ра зом, в рам ках рас сма т ри ва е мо го при ме ра раз ные ти пы функ ци о наль -
ных за ви си мо с тей пред став ля ют раз ные сце на рии до сти же ния пре дель но го
уров ня.

На рис. 4 пред став ле ны гра фи ки ди на ми ки ря дов зна че ний соб ст вен но го
спро са по тре би те ля, со от вет ст ву ю щие как со от но ше нию (1) при α = 1,01, так
и ре ше ни ям, удов ле тво ря ю щим ус ло вию ба лан са (4) (для функ ци о наль ных за -
ви си мо с тей β(t), оп ре де лен ных в табл.). При этом зна че ние тем па рос та объ е ма
пред ло же ния со сто ро ны про из во ди те ля ус та нов ле но как γ = α = 1,01.

При ме не ние раз но ст ных урав не ний в мо де ли ро ва нии эко но ми че с ко го рос та 13



Как сле ду ет из рис. 4, во всех слу ча ях за ис клю че ни ем си ту а ции с по сто ян ны -
ми из держ ка ми фи нан со вой си с те мы (β(1)(t)) на блю да ет ся си с те ма ти че с кое
отста ва ние соб ст вен но го спро са по тре би те ля от те о ре ти че с ких (сба лан си ро ван -
ных) тра ек то рий xt

(2), xt
(3), xt

(4). При этом са ми тра ек то рии на фи наль ных эта пах

Таблица

Па ра ме т ры функ ций, за да ю щих из держ ки фи нан со вой си с те мы

№ Тип Формула
Значения параметров

β0 λ κ

1 Постоянный уровень β(1)(t) = β0 0,05 — —

2 Экспоненциальное асимпто ти че ское
приближение к уровню насыщения

β(2)(t) = β0 · (2 – e–λt) 0,05 0,090 —

3 Линейно-пропорциональное возрастание β(3)(t) = λ · t + β0 0,05 0,002 —

4 Степенной рост β(4)(t) = β0 + λ · t κ 0,05 0,018 0,3

Ис точ ник: ус лов ные дан ные.

Рис. 4. Гра фи ки ди на ми ки зна че ний соб ст вен но го спро са по тре би те ля 
(для па ра ме т ров γ = α = 1,01)
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Рис. 3. Гра фи ки ди на ми ки из дер жек фи нан со вой си с те мы для раз лич ных ви дов 
мо де ли ру ю щих функ ци о наль ных за ви си мо с тей (для па ра ме т ров, оп ре де лен ных в табл. 1)
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За клю че ние

Про ве ден ные про це ду ры прак ти че с кой ве ри фи ка ции трех сек тор ной мо де ли
ди на ми ки ма к ро эко но ми че с кой си с те мы поз во ля ют, по мне нию ав то ров, в це -
лом по зи тив но оце нить воз мож но с ти ее ис поль зо ва ния при про ве де нии ка че ст -
вен но го ана ли за фун да мен таль ных тен ден ций раз ви тия ма к ро эко но ми че с ких
си с тем. Ра зу ме ет ся, речь мо жет ид ти ис клю чи тель но об ис поль зо ва нии пред ла -
га е мо го ма те ма ти че с ко го ап па ра та в ка че ст ве до пол ни тель но го аль тер на тив но -
го ин ст ру мен та ма к ро эко но ми че с ко го ана ли за на ря ду с тра ди ци он ны ми мо -
дель ны ми ин ст ру мен та ми, при ме ня е мы ми при ре ше нии дан ных за да ч.

Сре ди воз мож ных пер спек тив ных на прав ле ний раз ви тия ис сле до ва ний,
опи сан ных в на сто я щей ста тье, мо гут быть на зва ны:

• по иск аль тер на тив ных форм функ ци о наль ных за ви си мо с тей для мо де ли -
ро ва ния уп рав ля ю щей функ ции β(t), от ра жа ю щих в ба зо вом со от но ше нии (7)
соб ст вен ные из держ ки фи нан со вой си с те мы;

• изу че ние со дер жа тель ных ас пек тов вза и мо свя зей меж ду ви дом функ ци о -
наль ной за ви си мо с ти β(t), на блю да е мой по ста ти с ти че с кой ба зе, и ины ми фун да-
мен таль ны ми па ра ме т ра ми (ха рак те ри с ти ка ми) ма к ро эко но ми че с кой си с те мы;

Рис. 5. Гра фи ки ди на ми ки зна че ний соб ст вен но го спро са по тре би те ля 
(для па ра ме т ров γ = α = 1,01) для t = 20, ..., 24

1,32

1,30

1,28

1,26

1,24

1,22

1,20

xt
(1) xt

(2) xt
(3) xt

(4)xt

20 21 22 2423

15При ме не ние раз но ст ных урав не ний в мо де ли ро ва нии эко но ми че с ко го рос та

(t = 20, ..., 24) до ста точ но близ ки друг к дру гу (см. рис. 4), что в со дер жа тель ном
пла не оз на ча ет эк ви ва лент ность свойств функ ци о наль ных за ви си мо с тей β(2)(t),
β(3)(t) и β(4)(t), как ин ст ру мен тов мо де ли ро ва ния по ве де ния фи нан со вой си с те -
мы. Ра зу ме ет ся, дан ный вы вод спра вед лив ис клю чи тель но для зна че ний па ра -
ме т ров, ко то рые бы ли ус та нов ле ны в табл.

Та ким об ра зом, в пред по ло же нии адек ват но с ти (при ем ле мо с ти) пред по сы -
лок трех сек тор ной мо де ли ее оче вид ной ре ко мен да ци ей для го су дар ст вен ных
ин сти ту тов, осу ще ств ля ю щих ма к ро эко но ми че с кое ре гу ли ро ва ние, яв ля ет ся
ока за ние та ко го воз дей ст вия на тем пы рос та пла те же спо соб но го по тре би тель -
ско го спро са (α), ко то рое бы при бли жа ло тра ек то рию xt к тра ек то рии xt

(q), где
q — но мер функ ци о наль ной за ви си мо с ти, вы бран ной для мо де ли ро ва ния ди -
нами ки из дер жек фи нан со вой си с те мы. Ра зу ме ет ся, нель зя ис клю чать и уп рав -
ля ю щие воз дей ст вия на дру гие па ра ме т ры мо де ли (темп рос та пред ло же ния
про из во ди те ля γ и па ра ме т ры функ ции β(q)(t)), от ко то рых за ви сит ди на ми ка те о -
ре ти че с кой тра ек то рии сба лан си ро ван но го рос та xt

(q).



• по ст ро е ние рас ши рен ной вер сии трех сек тор ной мо де ли, учи ты ва ю щей до -
пол ни тель ные фак то ры; в ча ст но с ти, се зон ные слу чай ные («шо ко вые») вы бро -
сы в ди на ми ке в ря дах па ра ме т ров xt, ct и bt, а так же вза и мо свя зи меж ду не смеж -
ны ми пе ри о да ми;

• ус лож не ние схе мы вза и мо дей ст вия со став ных ча с тей трех сек тор ной мо де -
ли за счет вклю че ния в нее не по сред ст вен ных свя зей меж ду про из во ди те лем
и фи нан со вой си с те мой, от ра жа ю щих про цес сы кре ди то ва ния про из вод ст вен -
но го сек то ра.
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