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Введение

Основной формой представления статистической информации являются
временные ряды наблюдений. Цель статистического анализа временных ря(
дов — изучение соотношения между закономерностью и случайностью форми(
рования значений уровней ряда и оценка количественной меры их влияния.
Следует отметить, что процесс построения прогнозных моделей для фондового
рынка сложен и неоднозначен. Это связано с тем, что противоречивые силы,
действующие на фондовом рынке, с трудом поддаются формализации. Построе(
ние моделей для современного российского рынка осложняется еще и специ(
фикой периода переходной экономики, который переживает Россия. Это явля(
ется объективной причиной, не позволяющей достичь удовлетворительной точ(
ности любых прогнозов. Если, например, на западных рынках аналитик,
специализирующийся на корпоративных акциях, может использовать данные
по тысячам эмитентов за десятки лет, то на российском рынке речь может идти
лишь о десятках эмитентов и времени, ненамного превышающем 4—6 лет. Кри(
зис августа 1998 г. привел к такому падению ликвидности российского фондо(
вого рынка, что использование для прогнозов данных за период следующего
после кризиса года представляется невозможным.

В данной статье отражены результаты применения нескольких методов прог(
нозирования временных рядов (адаптивных, ARIMA, ARCH) для исследования
динамики состояния фондового рынка, определяемого значением индекса РТС.

Прогнозирование индекса РТС с помощью адаптивных методов

В отличие от традиционно используемого метода экстраполяции, базирую(
щегося на предположении об инерционности анализируемых процессов и сис(
тем, получившие широкое распространение адаптивные методы исходят из
предположения о том, что при краткосрочном прогнозировании обычно более
важна динамика развития исследуемого показателя на конце периода наблюде(
ний, а не тенденция его развития, сложившаяся в среднем на всем периоде
предыстории (тем самым эти методы учитывают информационную неравно(
значность данных). Адаптивные методы прогнозирования основываются на мо(
делях, способных приспосабливать свою структуру и параметры к изменению
внешних условий.
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Адаптивные модели и методы имеют механизм автоматической настройки
на изменение исследуемого показателя. Общая схема построения адаптивных
моделей может быть представлена следующим образом. Инструментом прогноза
является модель, первоначальная оценка параметров которой производится по
нескольким начальным наблюдениям. На ее основе осуществляется прогноз,
который затем сравнивается с фактическими наблюдениями. Далее модель кор(
ректируется в соответствии с величиной ошибки прогноза и вновь используется
для прогнозирования следующего уровня (вплоть до исчерпания всех наблюде(
ний). Таким образом, модель постоянно «впитывает» новую информацию, при(
спосабливается к ней и к концу периода наблюдения отображает тенденцию
развития процесса, сложившуюся на текущий момент. Прогноз получается как
экстраполяция последней тенденции.

Существует достаточно большое количество разных способов построения
адаптивных моделей. В частности, подобные модели можно подразделять по ха(
рактеру лежащей в их основе тенденции (например, отсутствие тренда, линей(
ный, экспоненциальный или демпфирующий (с насыщением) тренды), а также
по форме используемого сезонного эффекта (отсутствие сезонности, аддитивная
и мультипликативная сезонности) (Лукашин, 1979). Каждый вид адаптивных
моделей имеет свои параметры сглаживания, подлежащие предварительной
оценке, которая проводится перебором на сетке их возможных значений.

В различных моделях прогнозирования процесс настройки (адаптации) мо(
дели осуществляется по(разному. Базовыми адаптивными моделями считаются
модель экспоненциального сглаживания Брауна и модель авторегрессии. Пер(
вая модель относится к схеме скользящего среднего, вторая — к схеме авторег(
рессии. Многочисленные адаптивные методы базируются на этих моделях, раз(
личаясь между собой способами числовой оценки параметров, определения па(
раметров адаптации и компоновкой.

Например, по схеме скользящей средней оценкой текущего уровня является
взвешенное среднее всех предшествующих уровней, причем веса при наблюде(
ниях убывают по мере удаления от последнего (текущего) уровня, т. е. инфор(
мационная ценность наблюдений тем больше, чем ближе они к концу периода
наблюдений. По схеме авторегрессии оценкой текущего уровня является взве(
шенная сумма фиксированного числа (которое называется порядком модели)
предшествующих уровней. Информационная ценность наблюдений определяет(
ся не их близостью к моделируемому уровню, а теснотой связи между ними.
Обе эти схемы имеют механизм отражения колебательного (сезонного или цик(
лического) развития исследуемого процесса.

Весьма распространенными на практике адаптивными методами, наряду
с методами экспоненциального сглаживания и авторегрессии, являются модель
Хольта, методы эволюции, адаптивной фильтрации, гармонических весов Хель(
вига (Айвазян, Мхитарян, 1998). Возможно применение адаптивных методов и в
случае присутствия во временном ряду сезонных и циклических компонентов.
Примерами подобного применения являются модели Хольта(Уинтерса (для
мультипликативного периодического эффекта) и Тейла(Вейджа (для аддитивно(
го периодического эффекта) (Эконометрика, 2001).

Оценивание коэффициентов адаптивных моделей обычно осуществляется на
основе рекуррентного метода, который формально отличается от метода наи(
меньших квадратов, метода максимального правдоподобия и других методов
тем, что не требует повторения всего объема вычислений при появлении новых
данных.

Важнейшее достоинство адаптивных методов — построение самокорректи(
рующихся моделей, способных учитывать результат прогноза, сделанного на
предыдущем шаге.

Существенным моментом при выборе массива исходных данных является
необходимость исследования имеющихся наблюдений на предмет однородно(
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сти, т. е. выяснение вопроса о схожести условий экономической активности на
протяжении изучаемого временного интервала, а также о неизменности спосо(
бов оценивания параметров и инструментов (в противном случае требовалось
бы выделение периодов однородности и раздельное моделирование каждого из
подобных периодов). Кроме того, следует учитывать тесную связь протяженно(
сти интервала прогнозирования с временным интервалом, использованным при
моделировании. Принято считать, что на каждую прогнозную оценку должно
приходиться не менее десяти (в некоторых источниках — трех) исходных на(
блюдений (Лугачев, Ляпунцов, 1999; Цыплаков, 1997). Исходя из приведенных
соображений при решении задачи прогнозирования развития российского фон(
дового рынка в качестве исходного был взят промежуток времени с января
2003 г. по август 2005 г., а в качестве прогнозного — с сентября по ноябрь
2005 г.1

Для проверки временного ряда на стационарность можно использовать раз(
личные методы. В частности, простейшим из них является визуальный кон(
троль графического представления ряда. В этом случае о вероятной нестацио(
нарности будут свидетельствовать очевидные на глаз тренд или периодический
компонент, а также возрастание или убывание разброса наблюдений во време(
ни. Другим методом является построение графика выборочной автокорреляци(
онной функции (коррелограммы), которая должна быстро убывать после не(
скольких первых значений в случае стационарного временного ряда (и, наобо(
рот, убывает достаточно медленно при нестационарности ряда). Кроме
автокорреляционной, можно строить график и для частной автокорреляцион(
ной функции, которая также должна быстро убывать для стационарного про(
цесса2. Наконец, возможно использование формальных тестов на наличие еди(
ничного корня (простой и расширенный тесты Дики(Фуллера и др.).

Учитывая, что используемый в задаче прогнозирования исходный времен(
ной ряд значений объясняемой переменной (индекса фондового рынка РТС) не
является стационарным (нестационарность ряда значений индекса РТС очевид(
на из рис. 1), был использован ряд преобразований, которые приводят к полу(
чению модифицированного ряда с характеристиками, приближенными к харак(
теристикам стационарных рядов. Заметим, что рассмотрены не все возможные
способы преобразований, а лишь те, которые приводят к формированию новых
рядов, демонстрирующих «хорошие» свойства при их использовании в описан(
ных методах прогнозирования.

Иными словами, в качестве исходной информации для прогнозирования за(
действовались уровни следующих временных рядов, полученных из значений
индекса РТС:

ряд 1 — ряд значений индекса РТС;
ряд 2 — ряд остатков индекса РТС после его аппроксимации алгебраическим

полиномом на основе метода последовательных разностей (Айвазян, Мхитарян.
1998);

ряд 3 — ряд остатков индекса РТС после его аппроксимации алгебраическим
полиномом и 30 гармониками ряда Фурье;

ряд 4 — ряд разностей значений индекса РТС;
ряд 5 — ряд значений «логарифмической прибыли» (логарифмов цепных

темпов роста) индекса РТС;
ряд 6 — ряд значений «логарифмической прибыли» индекса РТС после вы(

читания выборочной средней;

Применение адаптивных, ARIMA и ARCH методов 49

1 Значения индекса российского фондового рынка были получены из архива, хранящегося на
FTP(сервере РТС (ftp://ftp.rtsnet.ru/pub/info/stats/).

2 Содержательно частная автокорреляционная функция представляет собой «чистую корреля(
цию» между текущим и одним из предыдущих уровнями ряда при исключении влияния всех про(
межуточных лаговых значений.



ряд 7 — ряд остатков «логарифмической прибыли» индекса РТС после ее ап(
проксимации алгебраическим полиномом на основе метода последовательных
разностей и гармониками ряда Фурье.

При проведении исследования было выполнено предварительное моделиро(
вание с помощью адаптивных моделей для всех рассматриваемых рядов. Затем
в рамках каждой построенной модели проводилось прогнозирование на 1, 5
и 50 дней, а также в соответствии с процедурой скользящего экзамена. Суть
этой процедуры (известной в зарубежной литературе под названием jackknife
method — «метод складного ножа») может быть описана следующим образом.
Предположим, мы сравниваем q построенных для прогнозирования моделей.
Принципиальным признаком этого подхода является требование постоянного
обновления модели для определения прогнозной оценки каждой постпрогноз(
ной точки. Будем считать, что выбрано k = 50 постпрогнозных точек, находя(
щихся в конце временного ряда: yn−k+1, …, yn. В этом случае процедура скользя(
щего экзамена состоит в следующем.

1. По первым (n – k) наблюдениям исходного ряда оцениваются параметры
первой модели в спецификации, определенной для прогнозирования (n+1)(й
точки.

2. Построенная модель используется для оценки постпрогноза y n k− +1 .
3. Оцениваются параметры модели по первым (n—k+1) наблюдениям ис(

ходного ряда и рассчитывается y n k− + 2 .
4. Расчеты повторяются до определения y n .
5. Оценивается мера качества прогноза

( )( )σ 2 2

1
1

1

1
=

− −
−= − +∑

k p
y yi ii n k

n
.

6. Процедура повторяется для всех имеющихся q моделей.
7. Последовательность ( )σ 2 1 , …, ( )σ 2 q представляет собой значения частного

критерия точности прогнозирования для всех рассматриваемых моделей.
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Рис. 1. График значений индекса российского фондового рынка (индекса РТС) на интервале
моделирования



Наилучший результат показали:
в случае прогнозирования на 1 день — адаптивный метод прогнозирования

на основе ряда 3, построенный на основе модели с отсутствующим трендом
и аддитивной сезонностью при параметрах сглаживания α = 0,9, δ = 0,1;

в случае прогнозирования на 5 дней — адаптивный метод прогнозирования
на основе ряда 6, построенный на основе модели с отсутствующим трендом
и аддитивной сезонностью при параметрах сглаживания α = 0,1, δ = 0,1;

в случае прогнозирования на 50 дней — адаптивный метод прогнозирования
на основе ряда 1, построенный на основе модели с демпфирующим трендом
и аддитивной сезонностью при параметрах сглаживания α = 0,6, δ = 0,1, ϕ = 0,4;

в случае прогнозирования в соответствии с процедурой скользящего экзаме(
на — адаптивный метод прогнозирования на основе ряда 7, построенный на ос(
нове модели с отсутствующими трендом и сезонностью при параметре сглажи(
вания α = 0,1.

Численные значения прогнозов приведены в таблице, графическая иллюст(
рация — на рис. 6, 7.

Прогнозирование индекса РТС с помощью метода ARIMA

Часто экономические показатели, представленные временными рядами,
имеют настолько сложную структуру, что моделирование таких рядов путем по(
строения модели тренда, сезонности и применения других традиционных под(
ходов не приводит к удовлетворительным результатам. Во временном ряду оши(
бок остаются статистические зависимости, которые можно моделировать.

В последнее время большое внимание уделяется моделированию стационар(
ных временных рядов, характеризующихся независимостью средних значений,
дисперсий и ковариаций от времени. Это объясняется тем, что многие времен(
ные ряды могут быть приведены к стационарному виду после применения опе(
раций выделения тренда, фильтрации сезонных и циклических компонентов
или взятия разности. Как правило, ряд ошибок представляет собой стационар(
ный ряд. Взаимозависимости, существующие между членами стационарного
временного ряда, в большинстве случаев могут быть адекватно описаны в рам(
ках моделей авторегрессии (каждое значение ряда находится в линейной зави(
симости от предыдущих значений), моделей скользящей средней (в ошибках
модели в предшествующие периоды сосредоточена информация обо всей пре(
дыстории ряда, при этом каждое новое значение — среднее между текущей
флуктуацией и несколькими предыдущими ошибками) или моделей авторегрес(
сии со скользящей средней в остатках (учитывая теоретически обоснованный
факт двойственности в представлении авторегрессионных моделей и моделей
скользящего среднего, на практике при описании анализируемых процессов
в модель включаются как члены, описывающие авторегрессионные составляю(
щие, так и члены, моделирующие остаток в виде процесса скользящей средней;
такая модель может интерпретироваться как линейная модель множественной
регрессии, в которой в качестве объясняющих переменных выступают прошлые
значения самой зависимой переменной, а в качестве регрессионного остат(
ка — скользящие средние из элементов «белого шума»).

Для описания и прогнозирования динамики нестационарных однородных
временных рядов, характеризующихся нестабильным средним значением уров(
ней ряда, для которых, однако, существует такой порядок, что последователь(
ные разности этого порядка образуют стационарный временной ряд (то есть по(
сле вычитания локального среднего уровня ряд становится стационарным),
предназначена модель Бокса<Дженкинса ARIMA (модель авторегрессии — проин<
тегрированного скользящего среднего).

Следует отметить, что модель ARIMA является лишь одним из представите(
лей целого класса моделей, применяемых для моделирования случайных про(
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Таблица

Результаты прогнозирования индекса РТС на 50 дней
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01.09.05 894,6 885,8 881,8 881,3 883,2 881,1 879,6 884,9 883,8 880,4
02.09.05 909,9 889,6 881,9 902,4 884,4 883,3 899,4 887,8 885,6 900,1
05.09.05 910,1 893,2 881,9 918,2 885,6 887,8 914,4 890,7 887,3 915,1
06.09.05 882,6 897,2 882,3 908,9 886,8 889,6 905,9 893,5 889,0 906,6
07.09.05 866,6 896,8 879,3 877,2 888,0 888,4 876,9 896,2 890,7 877,4
08.09.05 883,1 898,0 877,3 865,5 889,2 886,9 866,3 899,0 892,3 866,8
09.09.05 905,9 897,7 874,6 888,8 890,4 889,4 887,7 901,7 893,9 888,2
12.09.05 903,9 900,0 873,9 909,7 891,6 893,5 906,9 904,3 895,5 907,3
13.09.05 900,2 893,7 867,8 903,9 892,8 895,9 901,7 907,0 897,1 902,2
14.09.05 896,1 903,8 872,4 900,6 894,1 894,3 898,8 909,6 898,6 899,3
15.09.05 906,9 915,9 877,7 900,1 895,3 893,2 898,8 912,2 900,2 899,4
16.09.05 923,0 923,8 879,9 911,4 896,5 895,1 909,4 914,7 901,7 910,0
19.09.05 946,3 929,2 880,2 928,7 897,7 899,7 925,5 917,3 903,2 926,1
20.09.05 945,0 933,9 880,6 954,0 898,9 901,8 948,9 919,8 904,6 949,4
21.09.05 960,5 933,5 878,1 952,8 900,1 900,8 948,5 922,3 906,1 949,1
22.09.05 966,0 937,9 878,5 966,6 901,3 899,1 961,5 924,8 907,5 962,2
23.09.05 965,3 947,4 881,4 972,9 902,6 901,3 967,9 927,2 908,9 968,5
26.09.05 954,8 948,4 879,6 974,6 903,8 905,5 970,3 929,7 910,3 971,0
27.09.05 984,5 962,4 885,8 964,3 905,0 908,2 962,1 932,1 911,7 962,7
28.09.05 988,3 970,9 888,7 990,4 906,2 906,8 986,0 934,5 913,1 986,6
29.09.05 991,1 973,2 887,6 989,8 907,5 905,5 985,6 936,8 914,4 986,2
30.09.05 1007,8 983,6 892,2 995,8 908,7 907,1 991,5 939,2 915,8 992,2
03.10.05 1038,8 992,4 895,1 1021,5 909,9 911,8 1015,9 941,5 917,1 1016,6
04.10.05 1045,0 1001,1 897,6 1051,4 911,2 914,2 1043,8 943,9 918,4 1044,4
05.10.05 1009,6 1003,7 896,9 1047,4 912,4 913,3 1040,5 946,2 919,7 1041,2
06.10.05 954,6 1007,9 897,8 1004,7 913,6 911,5 1001,8 948,5 921,0 1002,2
07.10.05 949,1 1020,1 902,8 953,6 914,9 913,4 955,7 950,8 922,2 955,5
10.10.05 970,3 1027,3 904,6 952,0 916,1 917,6 954,5 953,1 923,5 954,5
11.10.05 994,9 1023,1 898,9 968,7 917,3 920,6 969,4 955,3 924,7 969,5
12.10.05 966,9 1014,5 890,7 985,9 918,6 919,4 984,1 957,6 925,9 984,1
13.10.05 935,2 1018,1 890,5 959,4 919,8 918,0 959,5 959,8 927,2 959,6
14.10.05 911,2 1024,5 891,2 933,3 921,1 919,3 935,8 962,1 928,4 935,8
17.10.05 915,4 1031,3 894,6 908,6 922,3 924,0 913,2 964,3 929,6 913,2
18.10.05 918,2 1034,5 893,5 905,3 923,6 926,7 909,2 966,5 930,7 909,3
19.10.05 882,1 1040,1 893,3 906,4 924,8 926,1 909,0 968,7 931,9 909,2
20.10.05 887,4 1039,9 890,3 872,7 926,1 924,0 877,5 970,9 933,1 877,6
21.10.05 887,9 1032,8 882,9 884,9 927,3 925,7 888,4 973,1 934,2 888,6
24.10.05 908,6 1039,4 883,3 883,3 928,6 929,9 886,4 975,3 935,4 886,7
25.10.05 904,4 1035,0 877,6 903,3 929,8 933,2 904,0 977,5 936,5 904,2
26.10.05 910,4 1032,8 872,8 899,3 931,1 932,2 899,8 979,6 937,6 900,2
27.10.05 898,5 1039,9 873,6 910,3 932,4 930,7 909,7 981,8 938,7 910,2
28.10.05 910,8 1041,5 872,5 897,4 933,6 931,7 898,0 983,9 939,9 898,5
31.10.05 935,0 1038,6 867,9 911,4 934,9 936,3 910,7 986,1 941,0 911,1
01.11.05 942,1 1044,7 868,7 938,5 936,2 939,3 935,4 988,2 942,0 935,8
02.11.05 964,4 1049,8 869,1 947,3 937,4 939,0 943,8 990,4 943,1 944,3
03.11.05 972,4 1046,0 863,8 968,7 938,7 936,8 963,4 992,5 944,2 963,8
07.11.05 971,6 1056,9 867,1 977,6 940,0 938,2 971,9 994,7 945,3 972,4
08.11.05 971,2 1058,9 865,9 979,9 941,2 942,3 974,7 996,8 946,4 975,3
09.11.05 980,3 1068,1 869,1 982,4 942,5 946,0 978,1 998,9 947,4 978,7
10.11.05 972,2 1081,4 874,2 986,2 943,8 945,2 982,1 1001,0 948,5 982,7
Сумма квадратов
ошибок за 50 дней 295473 250562 13473 124484 122255 12744 112990 109188 12630



цессов, который наряду с ней включает также модель авторегрессии (AR), мо(цессов, который наряду с ней включает также модель авторегрессии (AR), мо(
дель скользящего среднего (MA) и модель авторегрессии — скользящей средней
(ARMA).

Авторегрессионный процесс — процесс, в котором значения уровней нахо(
дятся в линейной зависимости от своих предшествующих значений. Широко
распространенными примерами авторегрессионных процессов являются про(
цессы первого (марковские процессы) и второго (процессы Юла) порядков. По(
рядок AR обозначается через p.

В моделях скользящего среднего принято выделять период запаздывания q.
Наконец, в случае присутствия как p, так и q, мы имеем дело с моделью

ARMA.
В моделях AR, MA, ARMA моделируют ряды без тренда и периодической

составляющей, т. е. стационарные случайные процессы. Модель ARIMA позво(
ляет исключить тренд путем перехода к разностям исходного ряда. Порядок
разности, при котором ряд становится стационарным случайным процессом,
определяет параметр d, который является (наряду с p и q) третьей неизвестной
величиной, необходимой при моделировании ARIMA. Иными словами, модель
ARIMA (p, d, q) задает процесс изменения значений случайной переменной при
помощи небольшого числа параметров: степени интегрирования d, p коэффи(
циентов авторегресии и q коэффициентов скользящей средней.

Математический аппарат, разработанный Боксом и Дженкинсом, позволяет
идентифицировать число порядков p, d и q, оценивать параметры модели,
а также строить условные распределения будущих значений уровней исходного
временного ряда. Как отмечается в литературе, в наиболее распространенных
моделях ARIMA (p,d,q) используются комбинации порядков (0,1,1), (0,2,2),
(1,1,1), (1,1,0) и (2,1,0) (Бокс, Дженкинс, 1974).

Методология Бокса — Дженкинса подбора модели ARIMA для заданного ря(
да наблюдений состоит из трех этапов. В рамках первого этапа идентификации
модели происходит получение стационарного ряда с помощью итерационной
процедуры взятия последовательной разности с одновременной проверкой по(
лученного ряда на стационарность. Следует заметить, что идентификация явля(
ется достаточно грубой процедурой, в которой получают лишь прикидочные
значения порядка модели. Довольно типичным случаем является получение на
этапе идентификации нескольких приемлемых моделей, которые с достаточной
степенью точности подходят к наблюдаемым данным и в дальнейшем подверга(
ются детальному рассмотрению. Основным инструментом идентификации мо(
дели ARIMA является анализ поведения графиков и численных значений авто(
корреляционной и частной автокорреляционной функций временного ряда1,
а также применение информационных критериев Акаике (AIC), Шварца (SIC)
и Хеннана(Куинна (Носко, 2000). На втором этапе, состоящем в оценивании
модели и проверке ее адекватности, для каждой из выбранных на первом этапе
моделей оцениваются их параметры (при этом могут быть использованы раз(
личные методы, в том числе метод наименьших квадратов, метод максимально(
го правдоподобия и т. д.) и вычисляются остатки, после чего из всех моделей,
адекватных исходным данным, выбирается модель с наименьшим количеством
параметров. Для проверки адекватности модели, состоящей в том, что оценки
коэффициентов должны статистически значимо отличаться от нуля, а остатки
должны иметь нулевую автокорреляцию, могут быть использованы статистики
Бокса(Пирса или Льюнга(Бокса (Носко, 2002). Кроме того, модель не должна
содержать лишних параметров, т. е. желательно, чтобы нельзя было уменьшить
число параметров без появления значимой автокорреляции остатков. Наконец,
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1 Так как в действительности эти функции неизвестны, мы имеем дело с их более или менее
точными оценками — выборочными автокорреляционной и частной автокорреляционной функ(
циями.



на третьем этапе происходит построение прогноза на несколько шагов во вре(
мени и оцениваются доверительные границы прогнозных значений. Следует от(
метить, что в отличие от прогноза, основанного, например, на регрессионной
модели (когда в качестве прогнозного значения используется значение функции
регрессии при заданных величинах объясняющих переменных, игнорируя зна(
чения случайных остатков), в прогнозе временных рядов в рамках модели
ARIMA существенно используется взаимозависимость и прогноз самих случай(
ных остатков (причем осуществляется автопрогноз, при котором имеющийся
в наличии ряд экстраполируется вперед только на основании информации, со(
держащейся в нем самом).

В сезонном варианте модель ARIMA расширяется добавлением параметров
порядка сезонной разности, сезонной авторегрессии и сезонного скользящего
среднего. В этом случае на этапе идентификации модели дополнительно возни(
кает задача определения порядка сезонной разности, тогда как определение
значений параметров сезонной авторегрессии и сезонного скользящей средней
аналогично случаю их несезонных вариантов также опирается на исследование
автокорреляционных функций (Holt, 1957).

Прогнозирование развития индекса РТС на основе исходных данных (на(
пример, ряда 1) проводится следующим образом.

Прежде всего определяется, является ли имеющийся ряд стационарным. Как
было отмечено выше, в случае ряда 1 подобное утверждение неверно. Об этом
также свидетельствует и незатухающая амплитуда значений выборочной авто(
корреляционной функции (рис. 2).

Тем не менее взятие для ряда 1 разностей уровней первого порядка приво(
дит нас к стационарному ряду (к ряду 4), что можно утверждать, исходя из ана(
лиза выборочных автокорреляционной и частной автокорреляционной функций
последнего (рис. 3, 4). Следовательно, в модели ARIMA мы берем параметр d,
равный единице.
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Рис. 2. Выборочная автокорреляционная функция ряда значений индекса РТС



Для определения параметров p, q рассматривают выборочные автокорреля(
ционную и частную автокорреляционную функции ряда. Имеются следующие
закономерности:

— пусть наблюдается процесс авторегрессии порядка p, тогда его частная
автокорреляционная функция обрывается на лаге p, а автокорреляционная
функция плавно убывает;
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Рис. 3. Выборочная автокорреляционная функция ряда 4

Рис. 4. Выборочная частная автокорреляционная функция ряда 4



— пусть наблюдается процесс скользящего среднего порядка q, тогда его
автокорреляционная функция обрывается на лаге q, а частная автокорреляци(
онная функция плавно убывает;

— автокорреляционная функция в модели, у которой оба параметра p, q не
равняются нулю, представляется в виде суммы экспонент и затухающих синусоид.

После выбора параметров p, q происходит оценка коэффициентов модели
методом максимального правдоподобия.

Анализ выборочных автокорреляционной и частной автокорреляционной
функций ряда значений первых разностей в выбранном случае (см. рис. 3, 4)
позволяет утверждать, что оба параметра p, q имеют нулевые значения (то есть
ряд 4 можно считать реализацией процесса «белого шума»). Соответственно,
прогнозным значением для ряда первых разностей является его выборочное
среднее.

Аналогичным образом при проведении исследования было выполнено мо(
делирование с помощью ARIMA для всех рассматриваемых рядов. Ряды 1, 2
были идентифицированы как модели с параметрами d = 1, p = 0, q = 0, Ряд
3 — как модель с параметрами d = 0, p = 2 (оценка коэффициентов моде(
ли — 0,6054 и —0,2365), q = 0, Ряды 4—7 — как модели с параметрами d = 0,
p = 0, q = 0. Затем в рамках каждой построенной модели проводилось прогно(
зирование на 1, 5 и 50 дней, а также в соответствии с процедурой скользящего
экзамена.

Наилучший результат показали:
в случае прогнозирования на 1 день — метод прогнозирования ARIMA на

основе ряда 3;
в случае прогнозирования на 5 дней — метод прогнозирования ARIMA на

основе ряда 6;
в случае прогнозирования на 50 дней — метод прогнозирования ARIMA на

основе ряда 7;
в случае прогнозирования в соответствии с процедурой скользящего экзаме(

на — метод прогнозирования ARIMA на основе ряда 7.
Численные значения прогнозов приведены в таблице, графическая иллюст(

рация — на рис. 6, 7.

Прогнозирование индекса РТС с помощью метода ARCH

Семидесятые годы XX в. в анализе временных рядов были ознаменованы
созданием и плодотворным применением моделей линейной фильтрации. Вни(
мание исследователей было приковано к динамическому поведению первого
момента. Использование функции условной средней (в отличие от безусловной
средней) обеспечило успех линейных моделей, которые, однако, игнорировали
любые межвременные зависимости в высших моментах. Такой акцент в стати(
стическом моделировании диктовался экономической теорией, традиционно
специфицирующей структурные взаимозависимости между ожидаемыми вели(
чинами. Однако развитие представлений о риске и неопределенности в эконо(
мике и финансах вызвали необходимость в таких статистических методах, кото(
рые позволяли бы описать динамику высших моментов, и особенно вариаций
и ковариаций.

Кроме того, было учтено, что нарушение предположения о гомоскедастич(
ности ошибок в регрессионной модели приводит к двум нежелательным резуль(
татам. Во(первых, обычная оценка матрицы ковариаций оценок коэффициен(
тов в условиях гетероскедастичности будет несостоятельной. Это означает, что
статистики, применяемые для проверки гипотез, также оказываются несостоя(
тельными и могут вводить в заблуждение. Во(вторых, оценки коэффициентов
линейной регрессии хотя и будут состоятельными, однако будут оценены менее
точно. Применение обычного метода наименьших квадратов к регрессии с гете(
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роскедастичными ошибками приводит к неполному использованию имеющейся
в выборке информации, так как при этом некоторым наблюдениям придается
меньший вес, чем требуется.

Наряду с традиционным для подобного случая использованием обобщенно(
го метода наименьших квадратов, в последнее время при моделировании эконо(
мических процессов часто используется регрессионная модель иного рода — так
называемая модель с авторегрессионной условной гетероскедастичностью
(ARCH). Изменение дисперсии ошибки во времени моделируется с помощью
процесса, аналогичного авторегрессионному процессу со скользящей средней
(ARMA), и оценивается методом максимального правдоподобия.

С математической точки зрения вероятность точного выполнения прогноза
в нормальном случае всегда равна нулю. Поэтому первостепенное значение при(
обретают характеристики качества прогноза, такие как доверительные интервалы
и дисперсия. Наблюдение дисперсии временных рядов, возникающих на финан(
совых рынках, позволяет выявить ряд общих статистических особенностей:

— характерное изменение дисперсии ряда во времени;
— скопления больших по модулю отклонений значений временного ряда от

среднего, разделенные колебаниями относительно малой интенсивности (кла(
стеризация больших по модулю отклонений (случайных остатков), т. е. чередо(
вание «спокойных» и «возмущенных» состояний рынка);

— большая (по сравнению с нормальным распределением) вероятность
больших по модулю значений ряда.

Данные свойства финансовых временных рядов были замечены уже в начале
XX в., однако их удовлетворительное объяснение было предложено только в на(
чале 80(х годов Р. Энглом (Engle, 1982). Он предположил, что изменение дис(
персии определяется не внешними факторами, как это считали его предшест(
венники, а внутренними параметрами и предысторией системы, в частности,
реализованными в предыдущие моменты времени уровнями временного ряда.
Именно эта концепция получила название авторегрессионной условной гетеро<
скедастичности (ARCH)1. Основная идея ARCH(модели состоит в различии ме(
жду условными и безусловными моментами второго порядка. Тогда как безус(
ловные вариации и ковариации постоянны, условные моменты нетривиально
зависят от прошлых состояний и развиваются во времени. При этом было уста(
новлено, что любой процесс ARCH является случайным блужданием и мартин(
галом, а его свойства свидетельствуют о слабой стационарности (Nelson, 1991).

Проверка концепции ARCH во второй половине 80(х и в 90(х годах показала
ее богатые возможности при объяснении статистических особенностей временных
рядов, возникающих на фондовых и иных финансовых рынках. Дальнейшее теоре(
тическое развитие этой концепции привело к появлению целого класса удачных
моделей. В частности, Т. Боллерслевом (Bollerslev, 1986) была предложена обоб(
щенная модель ARCH (GARCH), в которой дисперсия ряда в текущий момент
времени зависит не только от его уровней, но и от дисперсий в предшествующие
моменты времени2. В отличие от первоначальных моделей ARCH и GARCH, дру(
гие модели, предложенные после, либо не имеют широкого распространения, либо
менее удобны при расчетах. К числу таких моделей относятся логарифмическая
модель LARCH, нелинейная модель NARCH, модель TARCH, учитывающая «эф(
фект рычага», асимметричная ARCH(модель, модель авторегрессионной условной
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1 Термин «авторегрессионная» отражает зависимость от предыдущих значений ряда, термин
«условная» — факт расчета дисперсии при условии, что предшествующие значения ряда известны,
термин «гетероскедастичность» — изменение дисперсии во времени.

2 В ряде исследований было показано, что использование GARCH(моделей позволяет доби(
ваться более экономной параметризации в описании поведения остатков по сравнению
с ARCH(моделями (Bera, Higgins, 1993).



плотности ARCD, обобщающая модель ARCH на случай распределений, отличных
от нормального, модели ARCH(M, EGARCH и т. п. (Mills, 1999)1.

Отмечая актуальность модели ARCH для практики, можно указать на тот
факт, что используемое в методах авторегрессии, в которых предполагается за(
висимость прогнозируемого значения от некоторой совокупности предыдущих
значений параметров, допущение об инерционности и стационарности прогно(
зируемого процесса, о сохранении на всем интервале прогнозирования истори(
чески сложившейся экономической парадигмы является слишком сильным
и малореалистичным. Именно для смягчения этой предпосылки о стационарно(
сти было разработано семейство методов GARCH, допускающее, что прогнози(
руемый процесс перестает быть стационарным, но будущее значение волатиль(
ности этого процесса может быть предсказано по ряду ее предыдущих значе(
ний. Иными словами, в алгоритме прогнозируются не только искомый
параметр, но и параметры распределения ошибки прогноза.

В данном разделе приведены результаты моделирования динамики развития
российского фондового рынка при помощи модели ARCH.

В соответствии с определением (Bollerslev, Engle, Nelson, 1994), случайный
процесс εt является ARCH<процессом q<го порядка, что обозначается как
ARCH (q), если он задается следующими соотношениями:

ε ξ σt t t= ,

σ μ γ ε γ εt t q t q
2

1 1
2 2= + + + +− − ,

μ γ> ≥0 0, ,j

где ξt — независимые нормально распределенные случайные величины с нуле(
вым средним и единичной дисперсией; σ t

2 — условная по предыстории диспер(
сия σt (так называемая волатильность процесса).

Смысл модели ARCH состоит в том, что если абсолютная величина εt оказы(
вается большой, то это приводит к повышению условной дисперсии в последую(
щие периоды. В свою очередь, при высокой условной дисперсии более вероятно
появление больших (по абсолютной величине) значений εt. Наоборот, если зна(
чения εt в течение нескольких периодов близки к 0, то это приводит к пониже(
нию условной дисперсии в последующие периоды практически до уровня μ.
В свою очередь, при низкой условной дисперсии более вероятно появление ма(
лых (по абсолютной величине) значений εt. Таким образом, ARCH(процесс ха(
рактеризуется инерционностью условной дисперсии (кластеризацией волатильно(
сти). Важный вывод, который следует из анализа модели ARCH, состоит в том,
что наблюдаемые изменения в дисперсии (волатильности) временного ряда могут
иметь эндогенный характер, т. е. порождаться определенной нелинейной моде(
лью, а не какими(то внешними структурными сдвигами.

Модель GARCH (p, q) обобщает ARCH и задается соотношениями
(Bollerslev, Ray, Kroner, 1992)

ε ξ σt t t= ,

σ μ δ σ δ σ + γ ε γ ε1 −t t p t p t q t q
2

1 1
2 2

1
2 2= + + + + +− − − ,

μ δ γ> ≥ ≥0 0 0, , .i j
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1 Методы ARCH и GARCH перестают работать, когда исследуемая экономическая система
терпит так называемый эпистемологический, парадигмальный разрыв (Капица, Курдюмов, Мали(
нецкий, 1997), т. е. с резким изменением экономических тенденций вся накопленная история
оказывается неподходящей для прогноза. Характерный пример — перелом тенденции фондового
рынка в моменты биржевых кризисов. В этом случае для прогнозирования тенденций подсистемы
необходимо пользоваться данными надсистемы, не претерпевшей парадигмального разрыва. Так,
для прогнозирования фондовых индексов можно воспользоваться данными макроэкономических
индексов и обновленными предположениями о рациональных инвестиционных тенденциях.



На практике, как правило, достаточно оказывается параметров p = 1 и q = 1.
Изредка используют модели GARCH (1, 2) или GARCH (2, 1).

Для целей прогнозирования модель GARCH обычно дополняют какой(либо
моделью, описывающей поведение условного или безусловного среднего наблю(
даемого ряда. Например, можно предположить, что наблюдается не εt, а εt плюс
константа, т. е. что наблюдаемый ряд yt имеет постоянное безусловное матема(
тическое ожидание β, к которому добавляется ошибка εt в виде процесса
GARCH: yt = β + εt. Можно моделировать безусловное математическое ожида(
ние с помощью линейной регрессии, т. е. yt = Xt α + εt. Это позволяет учитывать
линейный тренд, детерминированные сезонные переменные и т. п.

Другой полезной для прогнозирования с практической точки зрения разно(
видностью модели ARCH является так называемая модель «ARCH в среднем»
(ARCH(M). В модели ARCH(M непосредственно в уравнение регрессии добав(
ляется условная дисперсия (Bollerslev, Engle, Nelson, 1994)

y X gt t t t= + +α π σ ε( ) ,2

где g t( )σ 2 — некоторая возрастающая функция. Эта новая составляющая вводит(
ся для того, чтобы отразить влияние волатильности временного ряда на зависи(
мую переменную. Дело в том, что из многих финансовых моделей следует, что
доходность актива должна быть положительно связана с его рискованностью.

В качестве g t( )σ 2 обычно используют g t( )σ 2 = σ t
2 , g t( )σ 2 = σ t или g t( )σ 2 = lnσ t

2 .
При прогнозировании индекса РТС была использована модель, сочетающая

в себе черты, присущие ARIMA и GARCH. Модель ARIMA в этом случае пред(
назначалась для моделирования поведения условного математического ожида(
ния ряда (результаты ее применения — см. выше), а GARCH — для моделирова(
ния условной дисперсии в ошибках1.

Предварительно была протестирована гипотеза наличия условной гетероске(
дастичности в остатках модели. Для проверки такой гипотезы (как и для тести(
рования наличия условной гетероскедастичности в исходном процессе) не тре(
буется разработка каких(либо новых специальных тестов. Нулевая гипотеза об
отсутствии условной гетероскедастичности эквивалентна равенству нулю всех
коэффициентов, кроме свободного члена, в уравнении дисперсии.

В случае, например, временного ряда с процессом ARCH (q) в остатках про(
верка состоит из следующих шагов (Шепард, 1996).

1. Строим необходимую модель и получаем ряд остатков et. Если исследо(
ванию на условную гетероскедастичность подвергается одномерный ряд исход(
ных данных, то этот шаг не нужен.

2. Методом наименьших квадратов оцениваем модель:

e e et t q t q t
2

1 1
2 2= + + + +− −μ γ γ ν .

3. Проверяем гипотезу об адекватности регрессии, построенной на втором
шаге, H0: γ γ1 0= = =q против естественной альтернативы H1: γ γ1

2 2 0+ + >q .
4. Если нулевая гипотеза отвергается, то не только устанавливается присут(

ствие условной гетероскедастичности, но и определяется длина наибольшего
лага, входящего в уравнение (параметр q).
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1 Мы выбрали модель GARCH как разновидность ARCH, получившую наиболее широкое рас(
пространение на практике в случае моделирования временных рядов значений финансовых пока(
зателей. Следует, однако, заметить, что вопрос такого выбора (выходящий за рамки настоящего
исследования) весьма нетривиален и зачастую сопряжен с привлечением содержательных чисто
экономических соображений. Свидетельством этому может выступать большое число самих разно(
видностей ARCH.



Проведенная проверка доказала правомерность предложенного варианта мо(
делирования ряда ошибок модели ARIMA (полученного в предыдущем разделе)
с помощью GARCH(процесса (визуальным свидетельством в пользу такого ре(
шения может выступать хорошо заметная на рис. 5 кластеризация волатильно(
сти ряда разностей индекса РТС).

Сама процедура прогнозирования производилась в соответствии со следую(
щим итерационным алгоритмом (Цыплаков, 1997).

1. Сначала вычисляются начальные приближения параметров. Следует сле(
дить, чтобы они оказались в допустимой области, т. е. вычисленные на их осно(
ве условные дисперсии все были положительными.

Мы рассматриваем εt и σ t
2 как функции от неизвестных параметров θ (в век(

тор θ входят неизвестные параметры GARCH(процесса — μ, γ, δ и неизвестные
параметры ν (см. ниже))

ε ε θ σ σ θt t t t= =( (), )2 2 .

2. Для того чтобы использовать рекуррентную формулу для расчета услов(
ной дисперсии, нужны начальные значения σ t

2 . Мы будем рассматривать эти
начальные значения как параметры, подлежащие оценке (обозначим их как ηt).
Тогда рекуррентная формула примет вид

{ }
σ θ

η

μ γ ε θ δ σ
t

t

j t jj

q

j t j

t q p q
2

2

1

1 1
( )

, min , , ,

( )
=

= + −

+ +−= −∑ 2

1
1( ), ,θ

j

p
t q n=∑ = +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ .

Заметим, что если GARCH(процесс стационарен, то с асимптотической точ(
ки зрения выбор начальных приближений не играет роли.

На втором шаге алгоритма мы вычисляем условные дисперсии σ t
2 по приведен(

ной рекуррентной формуле. Здесь и в дальнейшем мы будем опускать аргумент θ.
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Рис. 5. Разности уровней первого порядка для ряда значений индекса РТС



3. Вычисляем градиенты условных дисперсий
d

d
Ht

t

σ
θ

2

= .

При t = min{1, q + 1 – p}, ..., q вектор(строка Ht будет состоять из нулей,
только на месте параметра ηt будет стоять 1. При t > q вектор Ht вычисляется
рекуррентно

H Ht
t

t t jj

p= ∂
∂

+ −=∑σ
θ

δ
2

1
.

Здесь
∂
∂
σ
θ
t
2

— частная производная условной дисперсии по параметрам

( )∂
∂

= − − − −
σ
θ

ε ε σ σt
t t p t t q

T
2

1
2 2

1
2 21 0, , , , , , , .

4. Вычисляем S Ht

t

t= ⋅1
2σ

, ξ ε
σt
t

t

= , ν ξt t
2 2 1= − .

5. Оцениваем параметр Δ в рамках уравнения так называемой искусствен(
ной регрессии

ν = SΔ + ошибка.

6. Можно считать, что метод сошелся, если регрессия практически не объяс(
няет зависимую переменную, т. е. если величина R2 мала, где R2 — коэффициент
детерминации в «искусственной регрессии». Для этого проверяем выполнение
правила остановки: R2 < ϕ. На практике рекомендуется выбирать ϕ = 10–11.

7. Выбираем коэффициент λ так, чтобы новое значение параметров
θ θ λr r+ = +1 Δ оказалось в допустимой области и давало больший уровень функ(
ции правдоподобия, чем θ r , т. е. l(θ r+1 ) > l(θ r ), где логарифмическая функция
правдоподобия определяется соотношением

( )l n t
t

t
t

nθ π σ θ ε θ
σ θ

= − ⋅ + +
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎛

⎝
⎜

=∑1

2
2 2

2

21
ln( ) ln ( )
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( )⎜
⎞

⎠
⎟
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8. Начинаем новую итерацию.
После того как итеративный алгоритм сойдется, на основе ковариационной

матрицы из искусственной регрессии вычисляются стандартные ошибки пара(
метров и t(статистики по обычным формулам.

При проведении исследования указанным способом (на основе ARIMA
и GARCH) было выполнено моделирование для всех рассматриваемых рядов.
Затем в рамках каждой построенной модели проводилось прогнозирование на
1, 5 и 50 дней, а также в соответствии с процедурой скользящего экзамена.
Наилучший результат показали:

в случае прогнозирования на 1 день — метод прогнозирования на основе ря(
да 5;

в случае прогнозирования на 5 и 50 дней — метод прогнозирования на осно(
ве ряда 4;

в случае прогнозирования в соответствии с процедурой скользящего экзаме(
на — метод прогнозирования на основе ряда 7.

Численные значения прогнозов приведены в таблице, графическая иллюст(
рация — на рис. 6, 7.
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Результаты прогнозирования индекса РТС

Таким образом, можно говорить о том, что рассмотренные методы построения
прогнозов динамики российского фондового рынка сопоставимы по своей эффек(
тивности с точки зрения выбранного критерия сравнения. Некоторое предпочте(
ние может быть отдано системе прогнозирования на основе метода ARCH.
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Рис. 6. Прогнозирование индекса РТС на 50 дней

Рис. 7. Прогнозирование индекса РТС на 50 дней с помощью процедуры скользящего экзамена
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