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Введение

Одной из задач теории управления социально-экономическими системами 
является задача создания таких механизмов (процедур принятия управленческих 
решений), благодаря которым все подсистемы (активные элементы) начинают 
работать на единую цель, хотя их собственные интересы различны (Бурков, Данев, 
Евалеев, 1989; Бурков, Новиков, 1996; Бурков, Коргин, Новиков, 2009; Новиков, 
2007; Novikov, 2016; Петраков, 2001). В настоящей работе предложен язык описания 
таких механизмов и несколько экономически значимых примеров. В наиболее 
общей экономической постановке предполагается, что субъекты (подразделения, 
агенты) отправляют в центр сообщения. Центр принимает решение на основе 
этих сообщений и в соответствии с известной агентам процедурой. В результате, 
состояние всех участников взаимодействия изменяется, при этом сама процедура 
принятия решения называется механизмом. Одной из возможных целей создания 
механизмов является мотивация участников к повышению «общего блага».

Существенный вклад в разработку новых механизмов внесли работы Л. Гур-
вица (Hurwicz, Reiter, 2006). Важнейшие примеры и их обсуждение можно найти 
в (Измаилов, Сонин, Юдкевич, 2008), подробное изложение некоторых из таких 
примеров содержится в (Vickrey, 1961; Klemperer, 1999).

Рассмотрим некоторую организацию, в которой центр планирует работу и полу-
чает доход от действий n его подразделений. Построим несколько моделей, в ко-
торых подразделения работают с разной степенью самостоятельности. Наиболее 
подробно изучим ту модель, в которой центр берет на себя право распределять 
как ресурсы, так и доходы между подразделениями.

Существует много моделей распределения единого ресурса центром между 
подразделениями. Задача существенно усложняется, если у центра нет инфор-
мации об эффективности использования ресурсов подразделениями. Одним 
из возможных источников этой информации могут быть сами подразделения, 
которые лучше оценивают проблемы и издержки, возникающие в процессе ра-
боты. Однако при таком подходе необходимо правильно оценивать надежность 
сообщаемой информации, так как у подразделений могут быть свои интересы 
в ее искажении. Таким образом, возникает конфликтная ситуация, в которой 
участвуют центр и подразделения одной организации. 

Исследование механизмов функционирования систем с сообщением информации 
ведется в нашей стране и за рубежом в рамках различных научных направлений, 
таких как: теория игр с непротивоположными интересами, теория коллективного 
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выбора, теория активных систем и др. В рамках этих теорий формулируются за-
дачи: построение неманипулируемых (устойчивых) механизмов распределения, 
влияние информации на функционирование системы. 

Однако для широкого применения механизмов управления желательны явные 
формулы, позволяющие всем участникам организационной системы легко про-
гнозировать последствия своих действий. Необходимы простые, но нетривиальные 
модели, на которых участники смогли бы проверить себя и тем самым повысить 
уровень доверия к моделям с многими участниками. Желательно сведение слож-
ных задач управления к более простым популярным моделям.

Моделированием конфликтных ситуаций с несколькими участниками за-
нимается математическая теория игр (Луценко, Демин, 2018; Луценко, 2024; 
Петросян, Зенкевич, Шевкопляс, 2012; Mashler, Solan, Zamir, 2013), но в задачах 
распределения ресурсов этот подход непопулярен. Считается, что теория бескоа-
лиционных игр мало приложима к подобным конфликтным ситуациям. С другой 
стороны, оказалось, что при некоторых функциях выигрыша игроков (подраз-
делений) они могут объединиться в коалиции для совместного противодействия 
центру, хотя первоначально такая возможность не предполагалась (Lutsenko, 
2017; Луценко, 2024). 

В настоящей работе показано, как может быть построена бескоалиционная 
игра, в рамках которой решается первоначальная задача распределения ресурса 
между подразделениями одной организации, причем как центр, так и подразде-
ления получают наибольшие возможные доходы, хотя интересы подразделений 
различны.

Модель принятия решения на основе информации от подразделений

Рассмотрим математическую модель, в которой центр распределяет ресурсы 
в соответствии с информацией, получаемой от его подразделений, причем доходы 
подразделений зависят как от количества распределенного ему ресурса, так и от 
состояния, в котором находится подразделение. 

Пусть Θi — множество возможных параметров состояний i-го подразделения 
, а θ = (θ1, θ2, …, θn) — информационный вектор параметров, сообщаемых 

центру . Множество всех информационных векторов мы обозначим через 

. 

Пусть  — доход i-го подразделения, если оно получило распределен-
ный ресурс в объеме xi, а его состояние определяется величиной  . Обо-
значим через X множество возможных распределений ресурса. Таким образом, 
элементами этого множества будут вектора x = (x1, x2, …, xn), у которых величина 
xi будет количеством ресурса, направленным i-му подразделению.

В этой модели мы считаем, что у центра нет точной информации о состояниях 
подразделений, а поэтому он распределяет ресурс в соответствии с информаци-
онным вектором θ. 

Обозначим через ψ механизм распределения ресурса (процедуру составления 
плана), то есть функцию ψ:Θ → X, и тогда мы получаем распределение x = ψ(θ). 

Обозначим через 
h0(θ) = h0(x, θ*) = Ψ(h1, h2, …, hn)
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функцию выигрыша центра, которая зависит от доходов участников и механизма 
распределения ресурса ψ. Заметим, что механизм распределения ресурса известен 
всем подразделениям, а функция выигрыша конкретного подразделения известна 
только самому подразделению. В частности, функция выигрыша центра полно-
стью центру неизвестна. Предположим, что центр получает свой наибольший 
доход, если подразделения сообщают центру свои реальные состояния, то есть 
θ = θ* или θ* = argmaxh0(θ). В этом случае возникает задача о механизме пере-
распределения общего дохода, чтобы подразделения сообщали свое состояние 
максимально точно.

Модели распределения ресурса

Построим несколько моделей управления центра n подразделениями и по-
кажем, какие бескоалиционные игры при этом возникают. Будем полагать, что 
распределяемым ресурсом являются заказы на выполнение некоторых работ. 
Во всех моделях, которые приведены ниже, цена реализации готовой продукции, 
произведенной в соответствии с заказами, назначается центром. 

1.  Центр не занимается ни поиском заказов для подразделений, 
ни реализацией готовой продукции

Положим, что доход i-го подразделения (i = 1, …, n) описывается выражением

	 � (1)

где p — цена реализации заказа (p > 0); xi — объем заказа, полученного i-м подраз-
делением (xi ≥ 0);  — издержки i-го подразделения при производстве 
заказа в объеме xi; θi — показатель эффективности i-го подразделения (θi > 0).

В этом случае выигрыш (доход) центра определяется следующим образом

	 � (2)

где x = (x1, x2, …, xn) — вектор объемов заказов для подразделений; θ = (θ1, θ2, …, θn) —  
вектор показателей эффективности; α = (α1, α2, …, α), α1 > 0,  — вектор 
долей доходов, которые соответствующие подразделения перечисляют центру, 
например на рекламу.

Поскольку максимальный доход i-го подразделения равен

 при xi = pθ1,

то максимальный доход центра равен

при xi = p · (θ1, θ2, …, θn).
Особенности модели:

	— выигрыш (доход) подразделения зависит только от его собственной эф-
фективности;
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	— каждое подразделение само занимается поиском заказов и реализацией 
готовой продукции;

	— у подразделений и центра нет конфликта интересов, поскольку, максими-
зируя свои доходы, подразделения (игроки) максимизируют доход центра.

2.  Центр занимается поиском заказов для подразделений, но не занимается 
реализацией готовой продукции

Будем считать, что центр распределяет между своими подразделениями не-
который ресурс, имеющийся у него в объеме R

R = x1 + x2 + … + xn

по некоторому правилу, которое максимизирует его доход, и при этом известно 
всем подразделениям центра.

Рассмотрим следующую экстремальную задачу (задачу поиска условного экс-
тремума):

maxh0(p, x, θ)
x1 + x2 + … + xn – R = 0,

xi ≥ 0, i = 1, …, n,

где доход центра h0(p, x, θ) определяется выражениями (1) и (2). 
Составим функцию Лагранжа

L(x, λ) = h0(p, x, θ) – λ(x1 + x2 + … + xn – R),
найдем ее частные производные и приравняем их к нулю:

,

x1 + x2 + … + xn – R = 0.
Решение этой системы дает точку, подозрительную на экстремум

	 � (3)

где

Поскольку в этой точке матрица вторых производных отрицательно определена, 
приходим к выводу, что в ней целевая функция имеет максимум. 

Таким образом, для максимизации своего дохода центр должен распределять 
ресурсы так, чтобы объем xi получаемых подразделением i заказов был пропор-
ционален показателю его эффективности θi.

Доход i-го подразделения равен

а доход центра имеет вид
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Особенности модели

В этой модели доход i-го подразделения зависит не только от его эффектив-
ности θi но и от параметров эффективности других подразделений.

3.  Случай равных вкладов разных подразделений

Предположим, что центр руководит несколькими подразделениями, причем 
доли доходов, получаемые с этих подразделений, одинаковы. Без ограничения 
общности можно считать, что αi = 1, . В этом случае

	 � (4)

а оптимальное распределение ресурса R находится по формуле

	 xi = μiθi = μθi,� (5)
где

Кроме того, при оптимальном распределении ресурса (5) доходы подразделе-
ний и центра определяются по формулам
	 hi(p, xi, θi) = μθi(p — μ/2),� (6)
	 h0(p, x, θ) = R(p — μ/2).� (7)

Пример 1. Рассчитаем оптимальное распределение ресурса R = 100 между  
n = 3 подразделениями при цене реализации продукции p = 10. Будем считать, что 
показатели эффективности производств будут равны: θ1 = 2, θ2 = 4 и θ3 = 6, откуда 
следует, что μ = 8,33. В соответствии с вышеприведенной формулой мы получим 
следующее оптимальное распределение ресурса

x1 = 16,7; x2 = 33,31; x3 = 50.
Доходы подразделений и центра в соответствии с формулами (1) и (4) будут 

равны
h1 = 97,2; h2 = 194,4; h3 = 291,7, h0 = 583,3.

4.  Распределение заказов при неизвестных показателях эффективности

Предположим теперь, что показатели эффективности подразделений  
θ = (θ1, θ2, …, θn) неизвестны центру, и центр должен принимать решение о рас-
пределении ресурсов на основе своих оценок этих показателей

то есть в условиях полной неопределенности. Существует довольно много моделей 
принятия решений в условиях неопределенности. В них определяют множества 
возможных значений показателей эффективности 
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Один из подходов решения задачи оценивания состоит в том, что подразде-
ления сообщают центру свои показатели эффективности, которые им известны. 
В этом случае центр может предложить распределение ресурсов в соответствии 
с ранее предложенным правилом (3).

В силу разных обстоятельств эти сообщения могут содержать ошибки, при этом 
главная причина ошибок — нежелание подразделений указывать точные значения, 
поскольку подразделения стремятся максимизировать собственные выигрыши. 
В частности, имея информацию о возможных значениях эффективности других 
участников и свойствах функций выигрыша, некоторые подразделения могут 
предложить такие показатели эффективности, при которых доход этих подраз-
делений будет больший, но при этом доход всей компании упадет.

5.  Распределение заказов, если центр распределяет их самостоятельно

Пусть   — реальный набор показателей эффективности,  
а θ = (θ1, θ2, …, θn) — заявленный набор этих показателей. Обозначим через 

	 � (8)

суммы соответствующих показателей. Кроме того, измененные суммы показа-
телей обозначим через

Учитывая, что некоторые подразделения могут сообщать показатели, отличные 
от реальных, определим механизм перераспределения доходов подразделений 
в соответствии со следующими формулами

	 .� (9)

Величина h0(p, x, θ*) рассчитана по формуле (4) и равна доходу центра при 
заявленном наборе показателей θ, реализованном распределении ресурсов  
x(θ) = μθ и фактическом наборе показателей θ*. Таким образом, h0(p, x, θ*) — 
реально получаемый доход центра. Величины h0(μ, x, θ*) и   рассчиты-
ваются по формулам (1) и (4) для реализованного распределения ресурсов x(θ), 
внутренней цены μ = R/S(θ) и реального набора показателей θ*.

Легко заметить, что сумма редуцированных доходов подразделений равна 
общему доходу центра: 

Следовательно, формула (9) задает механизм перераспределения общего дохода 
центра с учетом заявленных показателей эффективности, возможно, отличных 
от фактических.

Заметим, что редуцированные функции  зависят не только от заявленного 
набора показателей θ, но и от реального набора θ*. Так как реальное значение 
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параметра эффективности  известно только i-му подразделению, то полной 
информации о виде функции  нет ни у одного участника.

Построенные функции  можно интерпретировать как функции выигрыша 
подразделений в бескоалиционной игре n участников, , причем 
входящие в определения этих функций переменные x и μ рассчитываются по фор-
мулам (4), (5). В игре  через N = {1, 2, …, n} обозначено множество 
игроков (подразделений), через Θi обозначено множество допустимых оценок θi 
параметра эффективности i-го подразделения. Будем считать, что реальные зна-
чения параметров принадлежат множествам допустимых оценок, то есть ,  
при i = 1, 2, …, n.

Напомним, что бескоалиционной игрой называется игра, в которой игроки, 
независимо друг от друга, каждый выбирают стратегии из множества своих стра-
тегий, а выигрыши игроков определяются по завершении игры в соответствии 
с функциями выигрыша.

Под решением бескоалиционной игры  понимается такой набор 
стратегий , для которого выполняются неравенства:

	 � (10)

где запись  означает, что в векторе  его i-я компонента 
заменена на величину θi. 

Таким образом, игрокам рекомендуется выбирать компоненты набора 
, а неравенства (10) гарантируют, что ни одному игроку не вы-

годно отклоняться от рекомендуемых стратегий. Иногда набор ,  
обладающий свойством (10), называют ситуацией равновесия.

Отметим, что построенная бескоалиционная игра Г отличается от классиче-
ской тем, что до начала игры функции выигрыша игрокам неизвестны, так как им 
известны значения параметров лишь частично. Точный вид функций выигрыша 
становится известен игрокам (подразделениям и центру) лишь после завершения 
игры. Таким образом, игрокам до начала игры угрожают выплачивать выигрыши 
в соответствии с механизмом перераспределения общего дохода (9).

Основной результат

Теорема 1. В бескоалиционной игре n участников  с функциями 
выигрыша (9) набор параметров  составляет единственную ситу-
ацию равновесия, то есть обладает свойством (10). Кроме того, редуцированные 
выигрыши подразделений на реальном наборе параметров совпадают с перво-
начальными доходами:

	 	 (11)

Доказательство

Пусть x(θ) = (x1(θ), x2(θ), …, xn(θ)) — вектор (механизм) распределения ресур-
сов, построенный по следующему правилу
	 xi = xi(θ) = μ · θi, где μ = R/S(θ).� (12)
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Тогда для истинных показателей эффективности подразделений , i = 1, …, n,  
механизм распределения ресурсов примет вид

 где μ* = R/S*.
Рассчитаем функции выигрыша подразделений (9). После подстановки в них 

выражений (1) и (2) мы получим

Запишем функцию  для набора параметров . В соответствии с форму-
лой (4) мы будем иметь

,

где . Так как , то

Вычислим знаменатель. В этом случае мы имеем:

 при j ≠ i и 

Запишем результат вычислений

После сокращения мы получим

	 � (13)

Функция  зависит от  , но принимает наибольшее значение на на-
боре x* = μ*θ*, то есть при . 

Исследуем первый сомножитель формулы (13). Определим следующую функ-
цию по формуле 

45Теоретико-игровая модель распределения ресурсов



Свое максимальное значение функция t(θi) примет при . Кроме того, 
функция

возрастает при увеличении t. Следовательно, функция  примет свое 
максимальное значение при , и неравенство (10) выполняется.

Запишем функцию выигрыша (θ) при :

Поскольку , i = 1, …, n, то

После сокращений получим требуемое равенство (5):

Следствие. Таким образом, если центр будет не только распределять ресурсы 
в соответствии с механизмом (12), но и станет угрожать подразделениям перерас-
пределять общий доход в соответствии с формулой (9), то подразделениям будет 
выгодно сообщать центру реальные показатели эффективности.

Пример 1. (Продолжение). При предыдущих расчетах предполагалось, что
	— цена реализации продукции p = 10, 
	— реальные показатели эффективности равны θ* = (2, 4, 6), 
	— распределение ресурса R = 100, в соответствии с механизмом (5), задается 

вектором x* = (16,7; 33,3; 50).
Дополнительно, мы считаем, что возможные показатели эффективности под-

разделений с точки зрения центра задаются множествами
Θ1 = [1; 3], Θ2 = [3; 5], Θ3 = [5; 7],

которые содержат фактические показатели θ*.
В таблице собраны результаты расчета доходов центра и подразделений, если 

распределение ресурса R = 100 происходит в соответствии с механизмом его 
оптимального распределения. В частности, в первой строке таблицы указаны до-
ходы подразделений, если центру известны реальные показатели эффективности 
θ* = (2, 4, 6). Во второй строке приведены доходы подразделений до пересчета 
по формуле (9) и после такого пересчета, если подразделение 1 сообщило центру 
о том, что его показатель эффективности равен единице (что очевидно неверно).
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Как видно из таблицы, общий доход центра падает, если подразделения центру 
сообщают ложные показатели эффективности, хотя доходы некоторых подраз-
делений вырастают. Кроме того, в таблице приведены примеры расчета доходов 
подразделений, если только одно подразделение указывает свой показатель неверно. 
Однако, если подразделения получают свой доход в соответствии с формулой (9), 
то подразделение, которое сообщило свой показатель неверно, получает меньше, 
чем оно могло бы получить, сообщив свой показатель без ошибки.

Таблица 
Реальные и редуцированные доходы центра и подразделений, если одно из подразделений сообщает 

свой показатель эффективности с ошибкой*

Наборы  
показателей

Доходы подразделений Редуцированные доходы подразделений Доход 
центра

h1 h2 h3 h0

θ* = (2, 4, 6) 97,2 194 291 97,2 194 291 583

70 198 297 73 197 295 566

97,6 189 294 74 198 298 577

99 180 298 98 184 294 576

94 200 284 98 185 295 578

99 198 282 98 196 285 579

95 189 296 98 196 286 581

* выделены возросшие доходы подразделений при сообщении ими недостоверной информации, 
а также редуцированные доходы, получаемые ими в таких случаях.

У рассмотренной системы наказания (механизма перераспределения доходов) 
есть два преимущества:

Наказание осуществляется только за счет перераспределения общего дохода, 
без привлечения дополнительных средств, например штрафов;

Вследствие свойств функции перераспределения дохода наказание оказывается 
мягким, особенно при небольших отклонениях от реальных показателей.

Заключение

В статье построена бескоалиционная игра угроз, в которой функции выигрыша 
неизвестны игрокам до завершения игры. Также предложен механизм распре-
деления заказов центром, основанный на угрозе применения внутренней цены 
продукции. Все подразделения заинтересованы сообщить реальные показатели 
эффективности работы , и этот набор показателей составляет ситуацию 
равновесия построенной игры. Если все подразделения сообщают реальные по-
казатели, то в соответствии с предложенным механизмом центр получает макси-
мальный возможный доход и перераспределение дохода не происходит.
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