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Введение

Современные методы теории вероятностей и теории случайных процессов на-

ходят применение в множестве разнообразных отраслей. Одним из самых ярких 

примеров является сфера финансов, в которой под воздействием инструментария 

стохастического исчисления была сформирована отдельная область стохастиче-

ских или количественных финансов.

Центральное для теории вероятностей понятие случайности в финансовой 

сфере экономики в основном относится к котировкам цен на финансовые акти-

вы и производные финансовые инструменты. А такие числовые характеристики 

случайной величины, как математическое ожидание и дисперсия, имеют суще-

ственную для анализа интерпретацию в виде среднего дохода и риска по некото-

рому активу соответственно. Одной из важнейших задач, возникающих в области 

стохастических финансов, являются как раз способы оценки риска и методы по 

его управлению. Стоит отметить, что риск в данном случае понимается как ко-

личественная оценка возможного убытка. В такой постановке задача об оценке 

риска вложения в первую очередь подразумевает выбор способа измерения риска, 

то есть риск-метрики, а уже затем саму процедуру оценки.

Дисперсия доходностей актива является простым и эффективным, однако 

далеко не единственным способом измерения риска. В настоящей работе будет 

продемонстрировано, как с помощью теоретико-вероятностных методов рассчитать 

популярные в банковской сфере показатели – Value at Risk и Expected Shortfall.

В рамках заявленной цели предполагается продемонстрировать решение двух 

важных проблем, возникающих в процессе анализа финансовых данных. Во-

первых, модель расчета VaR и ES должна учитывать возможные колебания в 

уровнях волатильности активов портфеля, так как от этого напрямую зависит 

точность оценки значений показателей. Во-вторых, необходимо учесть наличие 

зависимости между ценами финансовых инструментов.

Неоднородность дисперсии будет учитываться посредством процесса обоб-

щенной авторегрессионной условной гетероскедастичности – GARCH, а паттерн 

зависимости будет моделироваться с помощью копула-функций.

1. Элементы теории копула-функций

1.1. Основные понятия и определения
На сегодняшний день копула-функции активно используются в области стра-

ховых, актуарных и финансовых расчетов для воссоздания нелинейной структуры 

зависимости, наблюдаемой в реальных данных.

1  Данная статья основана на выпускной квалификационной работе, защищенной в СПбГУ.
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В широком смысле копула-функция является многомерной функцией рас-

пределения, областью определения которой является единичный гиперкуб. Уже 

на данном этапе рассуждений нетрудно предположить, что аргументы, значения 

которых ограничены на отрезке [0,1], скорее всего, сами являются некоторой 

функцией распределения. А значит, копула-функцию можно понимать как вид 

многомерного распределения, аргументами которого являются маргинальные 

функции распределений.

Формально функция C(u1, ..., un)n переменных называется копулой, если для 

нее выполняется ряд следующих свойств (Айвазян, Фантаццини, 2015, с. 509):

0. ui  [0,1], = 1, ..., n, то есть область определения C(u1, ..., un) – множество 

вида [0,1]n, где степень n понимается как кратное декартово произведение мно-

жества [0,1] на самого себя.

1. Множество значений функции C(u1, ..., un)– отрезок [0,1].

2. Если хотя бы один ui = 0, то C(u1, ..., un) = 0, i = 1, ..., n .

3. C(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui, i = 1, ..., n.

4. C(u1, ..., un) является возрастающей функцией, что означает, что для любых 

(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)  [0,1]n таких, что xi ≤ ayi, a  R, i = 1, ..., n, выполняется 

неравенство

  
(1.1.1)

где uk1 = xk, uk2 = yk, k = 1, ..., n.

Так же полезным является понимание копула-функции как многомерной  

функции распределения, каждый аргумент которой распределен равномерно 

на [0,1]. То есть C(u1, ..., un) = P(U1 < u1, ..., Un < un), где Ui ~ unif (0,1), i =1, ..., n.

Важнейшим теоретическим основанием, формирующим фундамент для по-

всеместного практического приложения копул, является теорема Cкляра (Sklаr’s 

theorem (Sklar, 1959)).

Теорема Скляра (Sklar’s theorem). Пусть F(x1, ..., xn) = P(X1 < x1, ..., Xn < xn) – 

n-мерная функция распределения, где Gi (xi) = P (Xi < xi) – маргинальная функция 

распределения, i = 1, ..., n. Тогда существует n-мерная копула-функция C(·), такая, 

что для xi  R выполняется следующее равенство:

  (1.1.2)

Копула-функция C(·) определяется единственным образом, если все марги-

нальные функции распределения Gi (xi) непрерывны. Если же хотя бы одна Gi (xi) 

не непрерывна, то C(·) определяется единственным образом только на множестве 

R = ran (C1) × ... × ran (Gn).

Верно так же и обратное утверждение из теоремы: если  – некоторая копула-

функция, Gi(xi) – одномерная функция распределения, i = 1, ..., n, то функция  

F(x1, ..., xn) = C(G1(x1), ... , Gn(xn)) является совместной функцией распределения 
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случайных величин X1, ..., Xn, каждая из которых имеет соответствующее марги-

нальное распределение G1 (x1), ..., Cn (xn).

Данное утверждение полезно тем, что предоставляет возможность комби-

нирования нескольких одномерных маргинальных функций распределения, не 

обязательно принадлежащих одному типу, посредством копулы с результатом в 

виде многомерной функции распределения.

Теорема Скляра имеет так же немаловажное следствие.

Следствие из теоремы Скляра. Пусть каждая из маргинальных функций рас-

пределения Gi (·) некоторого совместного распределения F (·) имеет обратную 

функцию Gi
–1 (·), i = 1, ..., n. Тогда для  вектора (u1, ..., un)  [0,1]n единственная 

копула-функция C(u1, ..., un) такая, что

  
 (1.1.3)

Копула-функция позволяет разделить описание распределения случайного 

вектора на две компоненты – маргинальные распределения и структура зависи-

мости. Это свойство примечательно тем, что позволяет моделировать нелинейный 

тип зависимости элементов случайного вектора, который особенно характерен 

для финансовых данных.

Теорема Скляра важна тем, что гарантирует существование копула-функции, 

описывающей распределение какого-либо случайного вектора, что предоставляет 

широкие возможности по применению данного инструмента к прикладным за-

дачам теории вероятностей.

Покажем теоретико-вероятностный смысл теоремы Скляра на простом при-

мере двумерной копулы (Alexander, 2008, p. 260). Согласно (1.1.2), имеем

   (1.1.4)

Положим теперь, что случайные величины X1 и X2, описываемые маргиналь-

ными функциями распределения G1(x1) и G2(x2)  соответственно, независимы. 

В таком случае их совместное распределение будет выглядеть как произведение 

маргинальных функций. Тогда, используя (1.1.4), можем записать

   (1.1.5)

Дифференцируя (1.1.4) по аргументам x1 и x2, получаем выражение совместной 

плотности распределения через маргинальные плотности и плотность копулы.

  (1.1.6)

Произведя соответствующие замены, получаем

  (1.1.7)
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 (1.1.8)

Учитывая равенство (1.1.5), плотность копула-функции в случае независимости 

выглядит следующим образом:

 
 (1.1.9)

Таким образом, в случае независимости случайных величин копула-функция, 

описывающая их совместное распределение, тождественно равна единице.

Данные рассуждения нетрудно обобщить на n-мерный случай. Тогда выражение 

плотности копула-функции приобретет вид

 
  (1.1.10)

1.2. Нормальная копула-функция
Используя выражение (1.1.3) теоремы Скляра, несложно получить копула-

функцию, описывающую многомерное нормальное распределение.

  (1.2.1)

где Ф[n](Σ) – функция n-мерного нормального распределения с нулевым вектором 

средних и единичными дисперсиями компонент Ф–1(ui), Σ – корреляционная 

матрица случа йного вектора (Ф–1(u1),, ..., Ф–1(un))Ф–1(·).– обратная функция 

одномерного стандартного нормального распределения. 

Традиционно в качестве параметра многомерного нормального распределения 

используется ковариационная матрица, однако в данном случае ковариационная 

матрица тождественно равна корреляционной, так как дисперсии компонент 

случайного вектора единичны. С помощью формулы (1.1.10) можно получить 

аналитическое выражение плотности нормальной копула-функции (Cherubini, 

Luciano, Vecchiato, 2005, p. 147–148).

  (1.2.2)
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где φ[n](·) и φ(·) – совместная плотность n-мерного нормального распределения 

с корреляционной матрицей Σ и плотность одномерного стандартного распреде-

ления соответственно, x = (xi)
n
i = 1 – вектор-столбец, I – единичная матрица. Введя 

замену ui = Ф(xi), следовательно, xi = Ф–1(ui), i = 1, ..., n, получаем

  
(1.2.3)

где ζ = (Ф–1(ui),) ni = 1  – вектор-столбец, следовательно, D(ζ ) = Σ.

В двумерном случае матрица Σ полностью определяется коэффициентом корре-

ляции между элементами вектора ζ . Пусть corr (Ф–1(u1), Ф–1(u2)) = ρ, |ρ| < 1, тогда

  (1.2.4)

  (1.2.5)

 (1.2.6)

Р  ис. 1. Плотность распределения двумерной нормальной копулы, ρ = 0,8
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На рис. 1 видно, что основная масса значений гауссовской копулы сосредо-

точена в большей степени в хвостах распределения.

Оценка параметра Σ нормальной копула-функции производится методом 

максимального правдоподобия. Известно, что оценка ковариационной матрицы 

вектора, имеющего совместное нормальное распределение, по методу максималь-

ного правдоподобия равна выборочной оценке матрицы ковариаций. Формаль-

но покажем, что это свойство выполняется для гауссовской копулы (Cherubini, 

Luciano, Vecchiato, 2005, p. 155). Логарифмическая функция правдоподобия вы-

глядит следующим образом:

  (1.2.7)

  
где T – объем выборки, ζt = (Ф–1(uit),)n

i–1. Дифференцируя по аргументу Σ, полу-

чаем оценку ковариационной матрицы:

 
 (1.2.8)

 
 (1.2.9)

Таким образом, Σ̂ действительно является выборочной оценкой ковариационной 

матрицы случайного вектора ζ. Однако в нашем случае известно, что ковариа-

ционная и корреляционная матрицы совпадают, следовательно, приближенную 

оценку корреляционной матрицы можно найти следующим образом:

 
 (1.2.10)

где σi j – элемент матрицы Σ̂.

Моделирование нормальной копула-функции сводится к моделированию гаус-

совского вектора с нулевыми средними компонент и ковариационной матрицей, 

равной требуемому значению корреляционной матрицы Σ. Это легко осуществить 

с помощью разложения Холецкого.

Пусть L – разложение Холецкого корреляционной матрицы Σ размерности 

n × n, т. е. Σ  = LLT (где L – нижняя треугольная матрица). Нетрудно понять, 

что разложение всегда существует, так как Σ – неотрицательно-определенная 

матрица, диагональные элементы которой равны единице. X = (xi)
n
i=1 – вектор 

независимых, стандартных нормальных случайных величин (NID (0,1)). Покажем, 
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что случайный вектор Y = LX  имеет многомерное нормальное распределение с 

нулевым вектором средних и ковариационной матрицей Σ. По определению, 

вектор Y можно представить следующим образом

 

  (1.2.11)

Из выражения (1.2.11) видно, что каждая компонента вектора Y распределена 

нормально и имеет нулевое матожидание. Далее докажем утверждение относительно 

ковариационной матрицы. Из определения разложения Холецкого следует, что

где σi j  и l i j  – элементы матриц Σ и L  соответственно. Тогда элементы матрицы 

L, начиная с левого верхнего угла, последовательно находятся по следующим 

формулам:

 

 (1.2.13)

Посчитаем ковариацию между элементами вектора Y, положив для удобства j ≤ i 

 (1.2.14)

Следовательно, алгоритм моделирования нормальной копула-функции может 

быть представлен таким образом (Айвазян, Фантаццини, 2015, c. 519).

1. Получить разложение Холецкого L корреляционной матрицы Σ.

2. Сгенерировать вектор из n независимых случайных величин из стандартного 

нормального распределения X = (x1, ..., xn).

3. Найти вектор Y = LX.

4. Вычислить компоненты вектора U: ui = Ф(yi), i = 1, ..., n. Где Ф (·)  – одно-

мерное стандартное нормальное распределение.

Вектор U – реализация случайного вектора из n-мерной нормальной копулы.
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Рис. 2.  Результаты генерации значений двумерной нормальной копулы 
с коэффициентами корреляции 0,8 и –0,5

На рис. 2 изображена реализация описанного алгоритма для двумерной нор-

мальной копулы при различных коэффициентах корреляции (3000 сгенериро-

ванных значений). Как можно заметить, нормальная копула моделирует только 

линейный паттерн зависимости – чем больше коэффициент корреляции, тем 

ближе к прямой, наклоненной под углом 45°, расположены точки.

1.3. Копула-функция Стьюдента
Так же, как и в случае с нормальной копула-функцией, из выражения (1.1.3) 

теоремы Скляра можно получить t-копулу Стьюдента.

  (1.3.1)

где t[n] (Σ, ν) – функция n-мерного распределения Стьюдента с корреляционной 

матрицей Σ и ν степенями свободы tν
–1(·) – обратная функция одномерного рас-

пределения Стьюдента с ν степенями свободы. 

Стоит отметить, что t-копула является своего рода обобщением нормальной, 

так как при ν → ∞ tν сходится по распределению к стандартному нормальному 

распределению. А при ν = 1 получается копула-функция распределения Кошиc 

нулевым коэффициентом сдвига и коэффициентом масштаба, равным единице 

Cauchy (0,1)1 (Айвазян, Фантаццини, 2015, c. 520).

Плотность t-копулы также можно о пределить по формуле (1.1.10) (Cherubini, 

Luciano, Vecchiato, 2009, p. 148):

 
 (1.3.2)

где x = (xi)
n
i=1 – вектор-столбец. Вводя замену ui = tν (xi), следовательно, xi  = tν

–1(ui), 

i = 1, ..., n получим

1 Так как случайную величину, имеющую распределение Cauchy (0,1), можно определить как 
отношение двух первичных стандартно-нормально распределенных случайных величин, что есть 
не что иное, как распределение Стьюдента t(1).
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  (1.3.3)

где ζ  = (tν
–1(ui),)n

i=1 – вектор-столбец, компоненты которого – значения обратной 

функции распределения Стьюдента в точках ui.

Рис.  3. Плотность распределения двумерной копулы Стьюдента, ρ = 0,8, ν = 1

На рис. 3 видно, что в отличие нормальной копулы t-копула имеет некоторое 

сосредоточение значений на хвостах в точках (0, 1) и (1, 0), что говорит об отра-

жении одновременно прямой и обратной зависимости значений.

Оценка параметров копула-функции Стьюдента производится методом макси-

мального правдоподобия. Логарифмическая функция правдоподобия имеет вид:

  (1.3.4)

 
где T – объем выборки, ζt = (tν

–1(uit),) ni=1.
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В отличие от нормальной копулы, в случае t-копулы Стьюдента невозможно 

получить явное выражение оценок параметров функции правдоподобия, поэтому 

максимизация производится численными методами. Однако логарифмическая 

функция правдоподобия имеет очень сложную структуру, из-за чего в случае боль-

шого объема выборки данные алгоритмы затруднены. В связи с чем на практике 

прибегают к специальным методам оценки. Приведем один из них.

1. Приближенная оценка корреляционной матрицы Σ = (σĳ )
n×n
i, j=1 может быть 

вычислена следующим образом (Marshall, Zeevi, 2002):

  (1.3.5)

где τĳ  – коэффициент ранговой корреляции Кендалла между ui и uj , его оценка 

может быть получена по выборке.

2. На основе полученной оценки корреляционной матрицы оценивается число 

степеней свободы ν путем максимизации логарифмической функции правдоподобия:

 
 (1.3.6)

Учитывая то, что ν  N, максимизация может производиться простым пере-

бором, что существенно упрощает задачу. 

Так же, как и в случае нормальной копулы, моделирование t-копулы Стьюден-

та сводится к моделированию вектора из n-мерного распределения Стьюдента с 

корреляционной матрицей Σ и ν степенями свободы. Так как случайная величина  

ζ ~ t (ν) по определению

 

 (1.3.7)

где xi – независимые стандартные нормальные случайные величины, i = 0, ...,  ν, 

можно записать это в ином виде:

 
 (1.3.8)

где x0 – по-прежнему стандартная нормальная случайная величина, а s – неза-

висимая от x0  случайна величина, имеющая распределение χ2(ν).

Тогда алгоритм моделирования t-копулы будет выглядеть следующим образом.

1. Получить разложение Холецкого L корреляционной матрицы Σ.

2. Сгенерировать вектор из n независимых случайных величин из стандартного 

нормального распределения X = (x1, ..., xn).

3. Найти вектор Y = LX.

4. Сгенерировать вектор из n независимых случайных величин из распределения 

χ2(ν)S = (s1, ..., sn) такой, что элементы вектора S и X так же попарно независимы.

5. Вычислить элементы вектора Z:
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6. Вычислить компоненты вектора U:  – одно-

мерное распределение Стьюдента с ν степенями свободы.

Вектор U – реализация случайного вектора из n-мерной копулы Стьюдента.

Рис. 4. Р езультаты генерации значений двумерной t-копулы 
с коэффициентом корреляции 0,8 и числом степеней свободы 1 и 8

На рис. 4 изображена реализация описанного алгоритма для двумерной t-копулы 

при различных коэффициентах корреляции и числе степеней свободы (1500 сге-

нерированных значений). На графика видно, что копула Стьюдента позволяет со-

блюсти одновременно прямой и обратный вид зависимости, однако с увеличением 

числа степеней свободы рисунок все больше напоминает нормальную копулу.

2. Практические приложения

2.1. Понятие величиныValue at Risk
Одна из важнейших задач, с которой зачастую сталкиваются различного рода 

финансовые институты, – измерение и последующее регулирование подверженности 

влиянию рыночного риска. Риск, как правило, обусловлен динамическими измене-

ниями в процентных ставках, стоимости капитала, ценах рыночных активов и т.п.

Принципиально новый этап в процессе управления риском был положен, когда 

Базельский комитет по банковскому надзору наделил банки возможностью ис-

пользовать собственные методы по оценке рыночного риска. Данное нововведение 

позволило банкам совершенствовать конкурентные преимущества не только в 

области финансовых услуг, но и в методологии и качестве риск-моделирования 

(Hardle, Kleinow, Stahl, 2002, p. 3).

В настоящее время банковская деятельность по измерению риска в основном 

сфокусирована на величине, именуемой Value at Risk – VaR. Содержательный 

смысл данного показателя можно описать следующим образом – максимальный 

размер убытка, который не будет превзойден с заданной вероятностью. Нетрудно 

понять, что VaR может измеряться как в абсолютных (денежные средства), так и 

в относительных (процентное изменение) единицах. 

В дальнейшем для определенности значение VaR будет пониматься как 

максимально возможный убыток, выраженный в процентном соотношении 

(доходность), что нисколько не повлияет на механизм его расчета, так как в том 

случае, если расчет VaR предполагается в денежных единицах, а не в процентах, 
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то относительное значение VaR может быть умножено на текущее значение 

стоимости актива.

Как мера рискаVaRα в основном характеризуется двумя параметрами:

1) Временной горизонт расчета – то есть на протяжении какого периода 

времени возможный убыток не превысит величину VaRα. Традиционно приняты 

расчеты на 1 или 10 дней.

2) Доверительный уровень – заданный уровень вероятности α, с которым 

убыток не превзойдет величину VaRα. На практике ведутся расчеты для уровней 

95%, 99%, 99,5%.

С точки зрения теории вероятностей VaRα представляет квантиль уровня 

1– α. Покажем это на примере простых рассуждений. Предположим, мы знаем 

функцию распределения доходности наших активов r – Fr(x). Тогда вероятность 

того, что доходность не упадет ниже заданного уровня VaRα, можно понять сле-

дующим образом:

  (2.1.1)

  (2.1.2)

  (2.1.3)

   (2.1.4)

Р ис. 5. Графическое представление величины Value at Risk

На рис. 5 видно, что визуально VaRα отсекает от плотности распределения 

хвост площадью 1– α.

Однако, учитывая тот факт, что доходности, как и большинство финансовых 

данных, имеют временную индексацию, предположение о том, что в каждый 

момент времени они имеют одну и ту же функцию распределения с неизменны-

ми параметрами, выглядит слабо. В данном случае в финансовой эконометрике 

давно сложилось понимание статистических данных как реализации траектории 

некоторого случайного процесса (Hardle, Kleinow, Stahl, 2002). 
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В подобном контексте задача оценки величины VaRα сводится к тому, чтобы 

определить тип распределения сечения процесса в каждый момент времени. Тем не 

менее это может быть осуществимо только для определенного класса процессов, как, 

например, гауссовские процессы. В общем же случае то, как распределено значение 

случайного процесса в зафиксированный момент времени, может быть неясно.

Так или иначе, проблема неизвестности типа распределения доходностей или 

цен на текущий момент времени не является сколь либо существенной, если 

известен сам процесс, которому они следуют, так как сечение процесса всегда 

может быть сгенерировано при помощи компьютерного моделирования. А уже 

по сгенерированному сечению может быть сделан вывод о значении VaRα.

2.2. Оценка качества модели расчета Value at Risk
Для определения качества и адекватности выбранного метода расчета VaR 

вполне логичным является его проверка на имеющихся статистических данных. 

В этом смысле имеется в виду сравнение реально го значения доходности некото-

рого финансового актива на определенный момент времени со значением VaRα. 

В случае, если реальная доходность превосходит значение VaRα, можно считать, 

что на указанном моменте времени значение VaRα адекватно, а модель справилась 

с оценкой. При этом из понятных соображений следует, что чем ближе VaRα к 

реальному значению доходности, тем качественнее произведена оценка, так как 

значение VaRα, значительно меньшее обыкновенных уровней доходности актива, 

вряд ли можно считать удовлетворительным. Если же реальное значение доходности 

на определенном моменте времени оказалось меньше оцененного значения VaRα, 

то имеет место быть так называемый «пробой», а модель не справилась с расчетом. 

Количество «пробоев» на промежутке времени, выбранном для тестирования, 

суммируется и сравнивается с ожидаемым количеством, которое определятся 

как произведение числа испытаний и величины (1 – α), так как значение VaRα 

должно быть адекватно в α% случаев.

В качестве формализации описанной процедуры можно использовать тест 

Купича (Kupiec’s test) (Kupiec, 1995). Данный тест основан на биномиальном 

распределении и оценивает разницу между ожидаемым количеством «пробоев» 

границы VaRα и их реальным числом, полученным по результатам модели. Ста-

тистика теста рассчитывается по следующей формуле

  (2.2.1)

и имеет распределение χ2(1), где T – число проведенных испытаний, p = (1 – α) – 

ожидаемая доля пробоев, b – реальное число пробоев.

Недостаток данного теста заключается в том, что он может отклонить модели 

как со слишком высоким, так и со слишком низким уровнем пробоев по сравне-

нию с ожидаемым. Поэтому его точность в целом низка (Fantazzini, 2008).

2.3. Применение копула-GARCH модели к оценке показателя Value at Risk порт-
феля акций

Предположим, в рассматриваемый портфель входят следующие акции пяти 

российских компаний: «Норникель» (GMKN), «Сбербанк» (SBER), «Аэрофлот» 
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(AFLT), «Алроса» (ALRS), «Роснефть» (ROSN) как одни из самых ликвидных пред-

ставителей своих отраслей. Для удобства также предположим, что каждая бумага 

входит в портфель с одинаковым весом (это никаким образом не повлияет 
на 

особенности расчета), тогда можно определить вектор долей – 
.

В качестве рассматриваемых данных возьмем котировки на закрытие торгового 

дня за период с 28.12.2012 по 24.11.2017 – всего 1230 наблюдений. Пусть наблюдение 

на дату 28.12.2013 имеет индекс t = 0, тогда, начиная с первого наблюдения, рас-

считаем для каждой даты непрерывную (логарифмическую) доходность по формуле

 
 (2.3.1)

где Pit – котировка n-й акции в момент времени t, i = 1, ...5; t = 1, ..., 1229.

На рис. 6 можно увидеть динамику логарифмической доходности рассматри-

ваемого портфеля акций за выбранный период.

Рис.   6. Дневная логарифмическая доходность портфеля акций

Для формальной постановки задачи расчета величины Value at Risk необходи-

ма модель, описывающая совместное поведение доходностей акций, входящих в 

портфель. Самой распространенной для анализа финансовых данных моделью 

является стохастический процесс GARCH (1, 1), учитывающий кластеризацию 

волатильности доходностей. Для имеющихся данных его постановка выглядит 

следующим образом:

   (2.3.2)

  (2.3.3)

   (2.3.4)
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где μi – линейно-детерминированная компонента (в данном случае безусловное 

средне eri), σ2
it – условная дисперсия n-й акции, εit– белый шум (не обязательно 

гауссовский), E(εt) = 0, D(εt) = 1.

В данном случае очень важно заметить, что в данной постановке задача опре-

деления вида функции распределения доходностей в каждый момент времени не 

является столь простой. Поэтому, как уже было сказано в п. 2.1, для вычисления 

значения VaR мы прибегнем к генерации распределений логарифмических до-

ходностей.

Из формул (2.3.2)–(2.3.4) видно, что генерация доходностей акций сводится 

к моделированию значений белых шумов. При этом известно, что экономиче-

ские и финансовые данные зачастую наделены взаимозависимостью различной 

структуры. Следовательно, модель расчета VaR для портфеля акций будет тем 

качественнее, чем лучше будет учтена данная зависимость. Как было показано в 

главе 1, копула-функции являются превосходным инструментом для воссоздания 

взаимосвязи наблюдений. 

Опишем, как будет выглядеть формальный алгоритм расчета VaRα с исполь-

зованием GARCH и копула-функций.

1. Сгенерировать m значений вектора Ut = (u1t, ..., unt)  из n-мерной копулы 

C(·). В нашем случае n = 5 – число акций в портфеле.

2. Приняв Ut за значение вероятности, подставить каждую его компоненту в 

функцию стандартного нормального распределения N(0,1), получив тем самым 

m реализаций вектора белых шумов Et = (ε1t, ..., εnt).

3. Каждую компоненту вектора Et подставить в соответствующую модель GARCH 

и получить m значений вектора возможных на момент времени t лог. доходностей 

акций Rt = (r1t, ..., rnt) (значение волатильности на момент времени t должно быть 

заранее спрогнозировано). Значения данных векторов в действительности будут 

являться сгенерированными сечениями различных процессов GARCH.

4. Умножив вектор Rt  на вектор долей D, получить m значений возможных 

лог. доходностей портфеля rt
portfolio

.

5. Отсортировать полученный список доходностей по убыванию; m-й элемент 

будет являться значением VaRα портфеля акций на момент времени t (предпо-

лагается, что значение m таково, что αm ∈N).

Для выбора числа сгенерированных значений m не существует строгих реко-

мендаций. Оно должно быть достаточно большим для выполнения закона больших 

чисел и обычно ограничено имеющейся в наличии вычислительной мощностью.

Разобьем имеющуюся выборку на тренировочную (первые 510 наблюдений) и 

тестовую (оставшиеся 719) и осуществим описанный алгоритм (табл. 1).

Таблица 1

Параметры моделей GARCH

GMKN SBER AFLT ALRS ROSN

μ 0,001018067 –0,000800100 –0,000418669 0,001652947 –0,000354953

ω 0,000007617 0,000049006 0,000026206 0,000005916 0,000019002

α1 0,050000497 0,199999629 0,196752387 0,075887209 0,062149141

β1 0,929999512 0,700000556 0,790099811 0,919597387 0,839131206
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По оцененным параметрам получим прогнозы условной дисперсии для 

всех пяти акций на период, заданный тестовой выборкой – 511–1229 на-

блюдения. На рис. 7 в качестве примера приведены результаты прогноза для 

акций Сбербанка.

Рис . 7. Прогноз условной волатильности для акций Сбербанка

Для оценки параметров копул необходимо получить значения стандартизи-

рованных остатков – белых шумов  за период, определенный обучающей вы-

боркой – 1–510 наблюдения. Это легко сделать по формуле

 
 (2.3.5)

На рис. 8 представлены результаты для акций «Алросы».

Р ис. 8. Стандартизованные остатки из модели GARCH для акций «Алросы»
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Параметры нормальной копула-функции и t-копулы будем оценивать, исполь-

зуя эмпирические функции распределения остатков εit. В работе (Kim, Silvapulle, 

Silvapulle, 2007) было показано, что данный подход позволяет получить состоя-

тельные и более устойчивые оценки. Значение эмпирической функции распре-

деления может быть найдено по формулам

 
 (2.3.6)

 
 (2.3.7)

где θ(x) – ступенчатая функция Хэвисайда (Heaviside step function) в дискретной 

форме (Hardle, Kleinow, Stahl, 2002), xi – i-е наблюдение в выборке X, T – коли-

чество наблюдений в выборке.

На рис. 9 представлен результат расчета эмпирической функции распределения 

для стандартизированных остатков акций «Норникеля». Как можно заметить, 

форма графика эмпирической функции распределения вероятностей полностью 

совпадает с формой аналитической – монотонная неубывающая, ограниченная 

на отрезке от нуля до единицы.

Рис. 9. Эм пирическая функция распределения для стандартизованных 
остатков из модели GARCH акций «Норникеля»

Теперь можем оценить параметры копул:

 

 (2.3.8)
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 (2.3.9)

 
 (2.3.10)

Результаты расчета VaR для уровней 95% и 99% с помощью нормальной копулы 

и t-копулы Стьюдента при m = 10 000 представлены на рис. 10–11. В табл. 2 опи-

саны результаты теста Купича. 

Полученный результат можно интерпретировать как эффективную стохасти-

ческую границу возможного убытка портфеля с заданным уровнем вероятности. 

Точками на графиках обозначены реальные доходности выбранного портфеля 

акций за период, заданный тестовой выборкой, непрерывными линиями – рас-

считанные значения величин Value at Risk для разных уровней вероятности.

Таб лица 2

Результаты расчета VaR с использованием нормальной копула-функции

α Ожидаемое кол-во пробоев Кол-во пробоев по модели LRK p-value

95% 35,95 22 6,57517 0,010341

99% 7,19 6 0,210808 0,646135

Р ис. 10. Результаты модели расчета VaR с использованием нормальной копула-функции 

 Таблица 3

Результаты расчета VaR с использованием копула-функции Стьюдента

α Ожидаемое кол-во пробоев Кол-во пробоев по модели LRK p-value

95% 35,95 21 7,645372 0,005692

99% 7,19 5 0,75420 0,385150
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Анализируя полученный результат, легко обратить внимание на то, что значе-

ния VaR данной модели подстраиваются под реальные значения доходностей, а 

также расположены к ним достаточно близко, что говорит о достаточно высокой 

точности прогноза максимального убытка.

Обе модели – с использованием нормальной копулы и копулы Стьюдента 

показали низкое количество «пробоев». Причем число «пробоев» в моделях для 

уровня 95% значительно меньше ожидаемого, из-за чего тест Купича трактует 

модели как незначимые. Однако это не является весомым поводом для отказа от 

них, так как мощность теста нередко оказывается низкой.

Р ис. 11. Результаты модели расчета VaR с использованием копула-функции Стьюдента

Другой немаловажный факт, бросающийся в глаза, состоит в том, что результаты 

моделей с использованием обеих копул практически идентичны. Объяснить это 

можно достаточно большим значением оценки числа степеней свободы νStudent = 13, 

так как с увеличением νt-копула все больше приближается к нормальной. 

Модель с использованием t-копулы показывает на 1 «пробой» меньше для 

обоих уровней – 95 и 99%. Объяснение подобному незначительному улучшению 

качества можно дать за счет учета копула-функцией Стьюдента как прямого, так 

и обратного паттерна зависимости.

2.4. Оценка показателя Expected Shortfall портфеля акций 
с помощью копула-GARCH модели

Идея о мере риска некоторого финансового актива в условиях неопределен-

ности, заложенная в величину Value at Risk, на сегодняшний день получила мно-

жество логичных продолжений. Одним из множества таких показателей является 

Expected Shortfall – ES, или иначе называемый Conditional Value at Risk  – CVaR. 

Как и в случае с VaRα, Expected Shortfall характеризуется вероятностным уровнем 

γ. При этом содержательно данный показатель равен среднему значению убытка 

в худших γ% случаев. Иными словами, ESγ есть математическое ожидание доход-

ности актива в случае «пробоя» уровня VaRα, где α =1 – γ , то есть

  (2.4.1)
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где Fr (x) – функция распределения доходности актива, а интеграл понимается в 

смысле интеграла Лебега–Стильтьеса. В том случае, если Fr (x) дифференцируема, 

то имеем просто интеграл Лебега.

В рамках построенной ранее копула-GARCH модели, расчет Expected Shortfall 

также будет производиться путем компьютерного моделирования распределения 

доходностей на каждый момент времени. В данной постановке ESγ будет равен 

средней арифметической той части сгенерированных значений, которая ограни-

чена значением VaRα.

Следовательно, алгоритм расчета ESγ на момент времени t в соответствии с 

копула-GARCH моделью можно описать следующим образом.

1. Сгенерировать m значений вектора Ut = (u1t, ..., unt) из n-мерной копулыC(·). 

В нашем случае n = 5 – число акций в портфеле.

2. Приняв Ut за значение вероятности, подставить каждую его компоненту в 

функцию стандартного нормального распределения N(0,1), получив тем самым 

m реализаций вектора белых шумов Et = (ε1t, ..., εnt) .

3. Каждую компоненту вектора Et подставить в соответствующую модель GARCH 

и получить m значений вектора возможных на момент времени t лог. доходностей 

акций Rt =  (r1t, ..., rnt) (значение волатильности на момент времени t должно быть 

заранее спрогнозировано). Значения данных векторов в действительности будут 

являться сгенерированными сечениями различных процессов GARCH.

4. Умножив вектор Rt на вектор долей D, получить m  значений возможных 

лог. доходностей портфеля rt
portfolio .

5. Отсортировать полученный список доходностей по возрастанию; Expected 

Shortfall на момент времени t равен , где rti
portfolio – i-й эле-

мент из сгенерированного массива доходностей портфеля (предполагается, что 

значение m  таково, что γm ∈N ).

Целесообразно проводить расчет ESγ для тех вероятностных уровней, которые 

соответствуют значимой границе VaRα. Иными словами, если мы хотим посчитать 

средний убыток в некотором проценте худших случаев, нам необходимо, чтобы 

этот процент худших случаев действительно наступал.

С тестом Купича справляется только VaR99%, следовательно, с помощью копула-

GARCH модель оценим величину ES1% на диапазоне, заданном тестовой выборкой.

Рис. 12. Результаты модели расчета ES с использованием нормальной копула-функции
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Рис. 13. Результаты модели расчета ES с использованием копула-функции Стьюдента

Имеет смысл сравнить значение доходности портфеля в случае «пробоя» 

уровня VaR с значением ES в момент времени «пробоя» (табл. 4). Напомним, что 

VaR99% имеет 6 «пробоев» в модели с нормальной копулой (табл. 2) и 5 «пробоев» 

в модели с t-копулой (табл. 3).

Таблица 4

Результаты расчета ESс использованием нормальной копула-функции

Дата VaR99% Реальная лог. доходность 
портфеля

ES1%

10.03.2015 –0,033916 –0,040428 –0,038516

29.05.2015 –0,028644 –0,033570 –0,033000

11.01.2016 –0,029223 –0,043524 –0,033210

15.01.2016 –0,033838 –0,045793 –0,038612

09.03.2017 –0,031950 –0,035316 –0,036305

10.04.2017 –0,030470 –0,030909 –0,034795

Таблица 5

Результаты расчета ES с использованием копула-функции Стьюдента

Дата VaR99% Реальная лог. доходность 
портфеля

ES1%

10.03.2015 –0,034972 –0,040428 –0,041297

29.05.2015 –0,029357 –0,033570 –0,034159

11.01.2016 –0,031032 –0,043524 –0,035992

15.01.2016 –0,034676 –0,045793 –0,040750

09.03.2017 –0,032224 –0,035316 –0,037160

Как можно видеть (табл. 5), ожидаемое значение убытка ES1% достаточно 

близко к реальному в большинстве случаев, следовательно, можно заключить, 

что модель адекватно описывает возможный убыток портфеля в худшем 1% 

случаев.
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Заключение

В заключение можно сказать, что настоящей работой представлен эффектив-

ный метод оценки показателей Value at Risk и Expected Shortfall. Достоинством 

предложенного метода является в первую очередь достаточно высокий уровень 

соответствия результата реальным данным, что было подтверждено в процессе 

бэк-тестирования на более чем семистах наблюдениях. 

Высокий уровень качества достигается за счет учета в модели двух важных фак-

торов – нелинейной взаимозависимости между доходностями акций портфеля, 

а также неоднородной дисперсии каждой из них. Описанная модель может быть 

применена к произвольному портфелю акций, однако стоит уделить внимание 

грамотному выбору вида копула-функции.

Ко всему прочему стоит отметить, что метод расчета Value at Risk и Expected 

Shortfall, представленный в настоящей работе, может использоваться для 

расчета квантилей и условных средних распределений сечений произвольных 

многомерных временных рядов. Описание ряда при помощи процесса GARCH 

может быть заменено любой другой подходящей постановкой процесса. Ос-

новным преимуществом метода является именно учет взаимозависимости 

случайных компонент процесса посредством копула-функций. Причем от 

грамотного выбора вида копулы и задания процесса напрямую зависит точ-

ность результатов. 

Инструментарий теории копула-функций вовсе не ограничен примера-

ми, представленными в данной работе. Существует множество различных 

семейств копул, применяемых в зависимости от исходных условий. Таким 

образом, далеко не только финансовые данные подходят для применения 

описанного метода.

За помощь в подготовке статьи автор благодарен научному руководителю 

О. А. Подкорытовой и рецензенту М. В. Буеву.
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Приложение

Процедура оценки параметров копула-функций и реализация алгоритма моделирования данных на 

языке программирования python-3

# Импорт необходимых библиотек

importnumpyasnp

import numpy.linalg as lin

import pandas as pd

import scipy as sc

import scipy.stats as st

from scipy.special import gamma

from scipy.optimize import minimize

classCopula:

# Нормальная копула-функция
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classGaussian:

 

 # Плотность нормальной копулы

defpdf(u, sigma):

‘’’

u - vector of marginal distributions values 

sigma - correlation matrix

‘’’

dzt = np.array([st.norm.ppf(u[i]) for iin \

range(len(u))])

I = np.identity(len(u))

return (1 / (lin.det(sigma) ** 0.5)) * \

sc.exp(-0.5 * lin.multi_dot([dzt, (lin.inv(sigma) \

-I), dzt]))

#Оценка корреляционной матрицы

deffi  t(u):

‘’’

u - matrix of marginal distribution values

u[i] = (F1(xi1), ... ,Fn(xin)) – vector, components 

of which are marginal cdf of n variables

‘’’

  dzt = st.norm.ppf(u)

  T, n = np.shape(u)

  f = lambda x_c, x_r :np.array([[x_c[i]*x_r[j] for \

  j inrange(len(x_r))] for i in range(len(x_c))])

  sigma = sum([f(dzt[i], dzt[i]) \

for i in range(T)]) / T

return np.array([[sigma[i,j] / ((sigma[i,i] * \

sigma[j, j]) ** (0.5)) for j in range(n)] for i\

inrange(n)])

 

 # Генерация данных

 # u – массив сгенерированных данных, каждая строка – 

# вектор маргинальных распределений

defgenerate(sigma, n):

 ‘’’

 n - number of observations

 sigma - correlation matrix

 ‘’’

 u = np.zeros((n, len(sigma)))

A = lin.cholesky(sigma)

for i in range(n):

 z = np.random.normal(size=len(sigma))

 x = np.dot(A, z)

 u[i] = st.norm.cdf(x)

return u

# Копула Стьюдента

class Student:

 # Плотность копулы Стьюдента

 defpdf(u, sigma, v):

  ‘’’
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  u - vector of marginal distributions values

  sigma - correlation matrix

  v - number of degrees of freedom

  ‘’’

  n = len(u)

  dzt = st.t.ppf(u, df=v)

  a = (lin.det(sigma) ** (- 0.5)) * gamma((v + n) \

/ 2) / gamma(v / 2)

b = ((gamma(v / 2) / gamma((v + 1) / 2)) ** n)

c = (1 + (lin.multi_dot([dzt, lin.inv(sigma), \

dzt]) / v)) ** (- (v + n) / 2)

d = np.product([((1 + 0.5 * (dzt[i] ** 2)) ** \

(- (v + 1) / 2)) for i in range(n)])

returna * b * c / d

 # Оценка корреляционной матрицы и числа степеней свободы

def fi t(u):

‘’’

u - matrix of marginal distribution values

u[i] = (F1(xi1), ... ,Fn(xin)) – vector, components of which are marginal cdf of n variables

‘’’

uu = np.transpose(u)

T, n = np.shape(u)

sigma = np.zeros((n, n))

for i in range(n):

 for j in range(n):

  sigma[i][j] = np.sin(0.5 * np.pi * \

st.kendalltau(uu[i], uu[j])[0])

  def loglikelihood(v):

dzt = st.t.ppf(u, df=v)

s = lin.inv(sigma)

a = T * np.log(gamma((v + n) / 2) / \

gamma(v / 2)) + n * T * np.log(gamma(v / 2) \

/ gamma((v + 1) / 2))

b = - 0.5 * T * np.log(lin.det(sigma))

c = - 0.5 * (v + n) * np.sum([np.log(1 + \

lin.multi_dot([dzt[t], s, dzt[t]]) / v) for \

t in range(T)])

d = - 0.5 * (v + 1) * np.sum([[np.log(1 + \

(dzt[t][i] ** 2) / v) for i in range(n)] for \

t in range(T)])

return a + b +c -d

  llh_lst = [loglikelihood(i) for i in range(1, 51)]

  return sigma, llh_lst.index(max(llh_lst)) + 1

 # Генерация данных

 # u – массив сгенерированных данных, каждая строка –

 # вектор маргинальных распределений

defgenerate(sigma, v, n):

 ‘’’

 n - number of observations
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 sigma - correlation matrix

 v - number of degrees of freedom

 ‘’’

u = np.zeros((n, len(sigma)))

A = lin.cholesky(sigma)

for i in range(n):

 z = np.random.normal(size=len(sigma))

 s = np.random.chisquare(v)

 y = np.dot(A, z)

 x = ((v / s) ** (0.5)) * y

 u[i] = st.t.cdf(x, df=v)

 

returnu
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