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В финансовой практике нередко происходит пересмотр соглашений, связанных 

с выплатой ряда денежных сумм (например, погашение долга) в течение некоторого 

промежутка времени. Поскольку при этом ни один из участников не должен иметь 

убытка, то при заключении нового контракта пользуются принципом финансовой 

эквивалентности, реализуемым в виде уравнения эквивалентности. Однако в усло-

виях простых процентов при составлении соответствующего уравнения необходимо 

еще договариваться, на какой момент времени будет осуществлено приведение всех 

сумм. В зависимости от выбора момента приведения может оказаться в худшем по-

ложении (в сравнении с прежним контрактом) или кредитор, или должник. В работах 

автора этой статьи уже обращалось внимание читателя на такого рода ситуацию1. 

Много ранее (в отличие от большинства современных авторов) на проблемы, свя-

занные с использованием простых процентов, обратили внимание в своих работах 

такие ученые, как Х. фон Клаусберг (1689–1751)2, Б. Ф. Малешевский (1844–1912), 

И. И. Кауфман (1848–1915), Н. С. Лунский (1867–1956)3.

И. И. Кауфман в 1891 г. писал о неверности возражения, что расчеты по пу-

бличным долгам осуществляются на основе сложных, а не простых процентов. 

Он утверждал, что «расчеты по долгосрочным займам были бы неправильны, не-

логичны и противуречивы, если б они производились бы на основании простых 

процентов; правильность же и совершенная точность расчета (курсив и стиль 

в изложении автора. — В. У.) требует производства его на началах сложных про-

центов» (Кауфман, 1891, с. 312)4. При этом Кауфман ссылается на первую, по 

его мнению, существенную в этой области работу Г. В. Лейбница (1646–1716), 

опубликованную — в «Acta eruditorum»5 в 1683 г., в которой Лейбниц представил 

1 См., например: Уланов, 2015, разд. 1.9; Уланов, 2016, с. 63–68.
2 Любопытно, что работа Клаусберга «Demonstrative Rechenkunst», объемом в 1520 страниц 

и в которой, в частности, были опубликованы замечания по простым процентам, по утверждению 
Г. Вилейтнера (1874–1931) «не знала в течение всего века соперников … Клаусберг снабдил все 
правила необходимыми пояснениями и доказательствами, тщательно и исчерпывающе разобрал 
весь теоретический и практический материал арифметики. … Так как книга предназначалась для 
практических целей, то буквенного исчисления автор вообще избегал» (Вилейтнер, 1960, с. 28).

3 См.: Уланов, 2016, с. 61–62.
4 Замечательна ирония Кауфмана по этому поводу: «Незнание это — один из самых наглядных 

примеров, показывающих, как далеко заходит масса людей, когда-то учившихся арифметике 
и алгебре, растеривая (слова автора. — В. У.) даже самые элементарные сведения из этих наук, но 
нередко и ученые люди, которые по существу своей специальности должны более бережно отно-
ситься и к своим математическим познаниям» (Кауфман, 1891, с. 312).

5 Название первого научного журнала в Германии переводят по-разному: как «Труды ученых», 
«Деяния ученых», «Акты ученых». Журнал основан в 1682 г. ученым Отто Менке (Otto Mencke, 
1644–1707) в Лейпциге, выходил ежемесячно на латинском языке. «Лейбниц стал одним из главных 
сотрудников, и можно сказать, даже душою этого издания. Он поместил там множество статей по 
всем отраслям знаний» (Филиппов, 1893, с. 49). 
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исследование «об учете, правильно исчисленном, при определении начисленной 

стоимости (автор еще называет ее «нынешной», в современной терминологии — 

приведенной стоимости — В. У.) всяких уплат» (Кауфман, 1891, с. 313).

Кауфман в «прибавлении» к своей работе показывает, что вычисление на-

личной стоимости начисленных процентов на основании простых процентов 

разными способами приводит к разным результатам (в отличие от ситуаций, когда 

используются сложные проценты). Будем придерживаться по возможности при 

изложении текста на с. 314 терминологии автора, поставив в некоторых местах 

текста кавычки1.

Итак, обозначим через P «нынешнюю» стоимость капитала M, который не-

обходимо возвратить через n лет, при этом используется простая процентная

ставка r. Поэтому  и величина учета (дисконта) будет равна

.

«Поверим (так у автора — В. У.) это выражение определением наличной сто-

имости уплачиваемых в каждом году процентов». Получим

.

«Для того, чтобы поверка “вышла„», то есть будет доказана правильность по-

лученной величины, необходимо чтобы  было равно представленной выше 

сумме n дробей, выражающих наличную стоимость процентов. Таким образом, 

должно равняться , а это, очевидно, невоз-

можно, потому что

1 1 1 1
...

1 1 2 1 3 1r r r nr
> > > >

+ + + + .

Другими словами . «Отсюда явствует, что

начисление процентов было неточное, а оттого и построенное на этом основании 

выражение учета или наличной стоимости уплат должника тоже неправильно».

Рассмотрим теперь задачу замены платежей , выплачиваемых соот-

ветственно в моменты времени , одним платежом , причем сроки

выплат измеряются от одного момента времени (который для простоты будем 

считать нулевым, т. е. t = 0) и применяется простая процентная ставка, равная r 

(выражена десятичной дробью). Пусть для определенности t1 < t2 < ... <tm. Очевид-

но, что всегда моменты времени можно таким образом перенумеровать, и если 

tk = ts в исходном варианте для некоторых k и s, то оставляем лишь один момент 

времени и считаем, что выплачивается один платеж, равный Pk + Ps.

1 Безусловно, приведенный ниже фрагмент можно было изложить в современной терми-
нологии и без всяких кавычек. Однако тогда теряется все своеобразие старинного русского 
языка и вместе с ним замечательный стиль изложения знаменитым ученым и государственным 
деятелем. Этим и объясняется несколько многословное цитирование. Но иначе автор статьи 
не мог поступить.
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Новый момент времени (обозначим его через ) находят путем составления 

уравнения эквивалентности, например из равенства приведенных на начальный 

момент времени стоимостей соответствующих платежей (Четыркин, 2005, с. 77):

 
,
 (1)

Разрешая (1) относительно , получим

 
,
 (2)

где . Из (2) видно, что  является взвешенной суммой исходных мо-

ментов времени и весом для каждого времени tk служит доля приведенного на 

начальный момент (t = 0) платежа Pk, которую он составляет от общей суммы 

приведенных на начальный момент данных платежей.

Кроме формулы (2), используется и такая взвешенная сумма исходных мо-

ментов времени (Ковалев, Уланов, 2012, с. 85):

 

, (3)

т. е. весом для каждого времени tk служит доля платежа Pk, которую он составляет 

от общей суммы платежей P0. Можно доказать следующее утверждение (Уланов, 

2016, с. 66–67).

Теорема 1. Справедливо неравенство .

Таким образом, из теоремы следует, что время  выгоднее для должника, 

а время  — для кредитора. Аналогичное утверждение можно доказать и в случае 

применения простой учетной ставки.

Как уже отмечалось, (1) представляет собой уравнение эквивалентности, 

когда платежи  приведены (дисконтированы) к моменту t = 0. Время , 

определяемое по формуле (3), также получается из уравнения эквивалентности, 

только в случае приведения платежей к любому моменту . Соответствующее 

уравнение эквивалентности имеет вид:

 . (4)

Разрешая это уравнение относительно , приходим к формуле (3).

Нетрудно показать, что при t1 < t2 < ... <tm справедливо  и . Эти 

неравенства следуют из очевидного факта: если ,  и , то 

. Заметим, что в соответствии с финансовым смыслом так и должно быть, 

так как кредитор не согласится получить P0 в момент равный или больший, чем 

tm, поскольку он может по первоначальному соглашению получить все суммы 

раньше уже к этому моменту tm. Из аналогичных соображений должник не со-

гласится выплатить P0 в момент равный или меньший, чем tm.

Составим теперь уравнение эквивалентности, когда платежи  при-

ведены к моменту t = t1 (обозначим искомое время через ). Поскольку должно 

быть , то это уравнение имеет вид:
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, (5)

откуда

 
, (6)

где . Таким образом,  представляет собой взвешенную 

сумму платежей, приведенных к моменту t1.

Формулы (2) и (6) не являются единственно возможными. В частности, иско-

мое время можно определить из уравнения эквивалентности, когда все платежи 

приведены к некоторому моменту . Обозначая искомое время через t0 = t0(t) 

и учитывая, что 
 
t1 < t0(t) < tm, получим такое уравнение:

 
, (7)

откуда

 
, (8)

где .

Таким образом, время s консолидированного платежа определяется в виде 

взвешенной суммы исходных моментов времени, причем в качестве весов слу-

жат доли приведенных к некоторому моменту времени t исходных платежей. То 

есть опять (подобно формулам (2) и (6)) получаем взвешенную сумму. Очевидно, 

t0(0) = t0  (уравнение (8) совпадает с (1)); t0 (t1) = t0
(1) (уравнение (8) совпадает с (5)).

Запишем равенство (8) в виде:

 

, (9)

где

 , i = 1, 2, ... , m. (10)

Лемма 1. Функция t0 = t0 (t) вида (9) является убывающей при .

Доказательство. Вычисляя производную по t, из (9) очевидным образом получаем
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Далее, так как

,

,

то выражение в квадратных скобках преобразуется к виду

.

Замечаем, что . Следовательно, для произвольных диф-

ференцируемых функций gi(t) справедливо равенство:

 . (11)

Поскольку , то . 

Из вида (11) следует, что k < j, поэтому tk < tj, т. е. . Следовательно, 

каждое слагаемое под знаком суммы в (11) меньше нуля и, таким образом, t0
1
 (t)< 0  

и функция t0 (t) является строго монотонно убывающей функцией.

Следствие. При t � [0,t1] функция t0 (t) убывает от величины   до величины , 

т. е. .

Во всех рассмотренных ранее случаях при решении соответствующих урав-

нений эквивалентности для t � [0,t1], mt t≥  мы получали искомое время в виде 

взвешенной суммы исходных времен. Если t � (t1,tm), то определяемое время, во-

обще говоря, не будет уже такого вида. Однако, не отвлекаясь и от финансового 

смысла, любопытно просто с математической точки зрения рассмотреть, как себя 

ведут подобные взвешенные суммы.

Лемма 2. Функция t0 (t) вида (9), где

 
, i = 1,2,...,m, (12)

является возрастающей при mt t≥ .

Доказательство. Вычислим производную .

Поскольку , то .

Поэтому каждое слагаемое под знаком суммы в (11) больше нуля и, сле-

довательно, 
 
и функция t0 (t)

 
является строго монотонно возрастающей 

функцией.
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Лемма 3. Для любых mt t≥  и функции t0 = t0(t) вида (9), (12) справедливо .

Доказательство. В соответствии с определением функции можно написать

 

. (13)

С другой стороны, по лемме 2 t0 (t) строго возрастает, поэтому  для 

любых mt t≥ .

Следствие. Для любого сколь угодно малого ε > 0 < такой конечный момент 

времени tε > tm, что .

Доказательство следует из равенства (13), непрерывности функции t0 = t0(t)  

и леммы 2.

Из леммы 3 и теоремы 1 следует, что поскольку t0(tε) можно как угодно близко 

выбрать к , то, начиная с некоторого момента tε, справедливо . Укажем 

такой момент времени, начиная с которого будет иметь место неравенство .

Лемма 4. Для любых t > tm–1 + tm и функции t0 = t0(t) вида (9), (12) справедливо 

t0(t) > t0 .

Доказательство. Рассмотрим разность

,

где , . Выполним преобразования в квадратных 

скобках. Так как

 
,

 
,

то

 
.
 (14)

Поскольку t1 < t2 <...< tm, то из t > tm–2 + tm следует t > tk + tj при всех k < j, т. е. все 

слагаемые в правой части равенства (14) положительны. Таким образом, .

Замечание 1. Можно показать, что при m = 2 (в случае двух платежей) t0(t) = t0  

при t = t1 + t2.
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Замечание 2. Если m > 2, то для любых t � tm–1 + tm справедливо . Действи-

тельно из t � tm–1 + tm следует t > tk + tj при всех k > j, k � m–1, j � m, т. е. все слагаемые 

(кроме последнего) в правой части равенства (14) положительны, а последнее — 

неотрицательно. Поэтому .

Замечание 3. Безусловно, интервал t > tm–1 + tm достаточно грубый и можно было 

доказать такого рода утверждение: для функции t0 = t0(t) вида (9), (12) существует 

такой момент времени , что справедливы неравенства:

 а) , если ; (15)

 б) , если . (16)

Действительно, искомое значение  получим, приравнивая (14) нулю: 

 

, (17)

где , т. е.  представляет собой взвешенную сумму моментов 

tk + tj (k < j). Однако в этом случае проблемой является проверка неравенства , т. е. 

установление того факта, что  принадлежит области определения функции t0 = t0(t) 

вида (9), (12). При некоторых предположениях это нетрудно сделать. В частности, 

поскольку  представляет собой взвешенную сумму, то . Отсюда, 

если t1 + t2 � tm, то существует такой момент времени   вида (17), что справедливы 

неравенства (15) и (16).

В заключение заметим, что приведенные леммы можно сформулировать в од-

ном утверждении, которое, однако, выглядит несколько громоздким. Для m = 2, 

доказывая несколько иные леммы, и вводя определенного вида функцию, можно 

представить в явном виде моменты времени, наилучшие для должника и кредитора. 
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